GEOMETRIA

PARA INGENIERIA

Ejercicios resueltos

Victor Hugo Vasconez Velasco
Daniela Carina Vasconez Nunez
Vanessa Alexandra Vasconez Nunez
Fernando Mauricio Tello Oguendo






PARA LA INGENIERIA

Ejercicios resueltos







GEOMETRIA

0 N NI N
LY 4\ INDL I\
r 4\ 1 \l M\
1 7 w1 Wi

I_ '--I

INGENIERIA

cios resueltos

PARA

Ejerc

AUTORES

Victor Hugo Vdsconez Velasco
Daniela Carina Vdasconez Ninez
Vanessa Alexandra Vésconez Ninez

/ Fernando Mauricio Tello Oquendo







Reservados todos los derechos. Esta prohibido, bajo las sanciones
penales y el resarcimiento civil previstos en las leyes, reproducir,
registrar o transmitir esta publicacion, integra o parcialmente, por
cualquier sistema de recuperacion y por cualquier medio, sea
mecanico, electronico, magnético, electrooptico, por fotocopia o
por cualquiera otro, sin la autorizacion previa por escrito al Centro
de Investigacion y Desarrollo Ecuador (CIDE).

Copyright © 2023

Centro de Investigacion y Desarrollo Ecuador
Tel.: + (593) 04 2037524
http.:/www.cidecuador.org

ISBN: 978-9942-616-32-6

https://doi.org/10.33996/cide.ecuador.GP2616326

Direccidn editorial: Lic. Pedro Misacc Naranjo, Msc.
Coordinacién técnica: Lic. Maria J. Delgado

Disefio grafico: Lic. Danissa Colmenares
Diagramacion: Lic. Alba Gil

Fecha de publicacion: abril, 2023

dcip E

\ E EDI!ORIAL_







La presente obra fue evaluada por pares académicos

experimentados en el area.

Catalogacion en la Fuente

Geometria Plana para la Ingenieria. Ejercicios resueltos
/ Victor Hugo Vasconez Velasco, Daniela Carina
Véasconez Nufiez, Vanessa Alexandra VVasconez Nufiez y
Fernando Mauricio Tello Oquendo.--Ecuador: Editorial
CIDE, 2023.

288 p.: incluye tablas, figuras; 17,6 x 25 cm.

ISBN: 978-9942-616-32-6







Semblonza de los Autores

Victor Hugo Vdasconez Velasco

Ecuatoriano, reside en Riobamba, es Ingeniero Mecénico (1983) por la
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo-Ecuador, Especialista en
Computacién Aplicada al Ejercicio Docente (2002) por la Escuela
Superior Politécnica de Chimborazo-Ecuador, Magister en Docencia
Universitaria e Investigacion Educativa (2003) por la Universidad
Nacional de Loja. Se desempefi6é por 34 afios como profesor principal
en la Facultad de Mecanica de la Escuela Superior Politécnica de
Chimborazo en las Areas de Ciencias Bésicas, con las asignaturas de
Geometria Plana y Trigonometria. Se desempefié como Director de la
Carrera de Ingenieria Mecanica y Vicedecano de la Facultad de
Mecanica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.

Daniela Carina Vasconez NUnez

Ecuatoriana, reside en Riobamba, es Ingeniera Mecénica (2011) por la
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo-Ecuador, Master en
Tecnologia Energética para el Desarrollo Sostenible (2014), Master en
Cultura Cientifica y de la Innovacion (2021) y Doctora (Ph.D.) en
Ingenieria y Produccion Industrial (2019) por la Universidad Politécnica
de Valencia-Espafia. Profesora e investigadora universitaria de la
Facultad de Mecénica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo
en el area de energia y ciencias basicas. Miembro del grupo de
investigacion GIDENM; autora de varios articulos cientificos
publicados en revistas indexadas regionales y de alto impacto; ha
participado en varios certdmenes académicos en el area de energia a
nivel nacional e internacional.




Vanessa Alexandra Vasconez NUnez

Ecuatoriana, reside en Riobamba, es Ingeniera Electronica en
Telecomunicaciones y Redes (2012) por la Escuela Superior Politécnica
de Chimborazo-Ecuador, Master Universitario en Ingenieria de
Computadores y Redes (2016) por la Universidad Politécnica de
Valencia-Espafia, Master Universitario en Ingenieria Matematica y
Computacién (2022) por la Universidad Internacional de la Rioja -
Espafia. Fue docente universitaria en la Escuela Superior Politécnica de
Chimborazo y en la Universidad Nacional de Chimborazo, actualmente
se desempefia como Técnico de Apoyo Académico en la Universidad
Nacional de Chimborazo. Autora de articulos de investigacion
publicados en revistas indexadas. Ha participado en cursos, talleres,
seminarios y congresos a nivel nacional e internacional.

Fernando Mauricio Tello Oquendo

Ecuatoriano, reside en Riobamba, es Ingeniero Mecénico (2011) por la
Escuela Superior Politécnica de Chimborazo-Ecuador, Master en
Tecnologia Energética para el Desarrollo Sostenible (2014), Master en
Cultura Cientifica y de la Innovacion (2021) y Doctor (Ph.D.) en
Ingenieria y Produccion Industrial (2019) por la Universidad Politécnica
de Valencia-Espafia. Profesor e investigador universitario de la Facultad
de Mecanica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo en el
area de energia. Miembro del grupo de investigacion GIDENM; autor
de varios articulos cientificos publicados en revistas indexadas
regionales y de alto impacto, ha participado en varios certamenes
académicos en el area de energia a nivel nacional e internacional;
miembro de comités editoriales de revistas regionales, par revisor de
varias revistas indexadas internacionales.

10



Dedicatoria

A la memoria de mis padres Teresita y Luis, por su apoyo, amor

incondicional y su ejemplo de perseverancia.

Victor Hugo Vasconez Velasco

11



12




jﬂﬂéﬂﬂ

Semblanza de 10S QULOTES .......ovinee e e,
(B LTo 1o 1 (0] g T- P
INEFOAUCCION ..o e e,

Capitulo 1
Segmentos rectilineos

1.1 IntroducCiON tEOFICA .. ..eeeeeeie e
1.2 Ejercicios de segmentos rectilineos ................ccoeevviiinininnn.

Capitulo 2
Angulos en el plano

2.1 INtroducCion tEOKICA ......viiie et
2.1.1 Unidades principales para&ngulos ....................ccevene.
2.1.2Tipos de &ngulos ........c.oviviiiiiiii

2.2 Ejercicios resueltos de angulosenelplano ............................

Capitulo 3
Poligonos

11
15

19
23

62
62
62
66

13



Capitulo 4
Triangulos

4.1 IntroducCiOn teOriCa ... ..o 132
4.2 Ejercicios resueltos de tridngulos .............ccoveviiiiiiiiininn. 139

Capitulo 5
Circulo y circunferencia

5.1 IntroducCion teONICa ........vvvieee e 194
5.2 Ejercicios resueltos de circulo y circunferencia ....................... 198

Capitulo 6
Areas de regiones rayadas

6.1 INtroducCion teOKICa ... ...oviiie i 240
6.2 Ejercicios resueltos de areas de regiones rayadas ..................... 243
REfErenCias ......c.o.oiiii 287

14



Introduccion

>

“No hay un camino real para la Geometria.’

— Euclides

La Geometria Plana es una parte de la matematica que se encarga del
estudio de las propiedades y las medidas de una figura geométrica en
un plano. Para representar distintos aspectos de la realidad, la
geometria plana emplea los sistemas formales o axiomaticos
(compuestos por simbolos que se unen respetando reglas y que forman
cadenas, las cuales también pueden vincularse entre si) y a nociones

como rectas, curvas y puntos, entre otras.

La presente obra tiene el objetivo de brindar al lector una herramienta
para definir los conceptos basicos de la Geometria Plana, poniendo
énfasis en las propiedades, teoremas, operaciones de segmentos,
angulos, triangulos, poligonos, circunferencia y areas, para su eficaz
aplicacion en la resolucion de ejercicios. Los ejercicios que se han
desarrollado utilizando procedimientos sencillos, proposiciones
fundamentales, ayudando de esta forma a los lectores en mejorar el

aprendizaje y la ensefianza de la Geometria Plana.
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En este libro se presentan ejercicios tipo que son base fundamental para
el ingeniero en el desarrollo de habilidades y destrezas que contribuyen
en su desenvolvimiento en el algebra, dibujo técnico, célculo,
trigonometria, fisica, y demas tdpicos basicos de ingenieria. En esta
obra encontraran 155 ejercicios de: segmentos rectilineos, angulos,
triangulos, poligonos, circulo y regiones rayadas, ademas, cada
capitulo cuenta con una introduccion teorica, que permitird recordar

los fundamentos geométricos aplicados en la solucion de los ejercicios.

Los logros de aprendizaje que se persiguen con la presente obra son
que los lectores sean capaces de identificar las operaciones con
segmentos rectilineos, reconocer los tipos de angulos, determinar los
teoremas aplicados a poligonos, identificar los tipos de triangulos, sus
teoremas, postulados, asi como los puntos, segmentos y rectas notables
del triangulo; aplicar los teoremas y corolarios del circulo, asi como
las relaciones métricas en la circunferencia y finalmente calcula areas

de diferentes figuras geométricas.
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Capitulo 1
Segmentos rectilineos

“El Algebra no es mds que Geometria y la Geometria no es mds que
Algebra abstracta”

— Sophie Germain.
Objetivo

Emplear de los elementos simples de la Geometria Plana, definiendo e
interpretando los métodos de demostracion, aplicando las operaciones
basicas y proposiciones para la resolucion de ejercicios de segmentos

rectilineos.
Logros de aprendizaje
El lector estara en capacidad de:

e Aplicar las operaciones aritméticas en los segmentos rectilineos.
e Aplicar las propiedades de la proporcionalidad entre segmentos.
e Analizar los métodos de demostracion.

e Realizar ejercicios de aplicacion sobre segmentos rectilineos

siguiendo un proceso adecuado y sencillo.
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Introduccion tedrica

Operaciones con segmentos rectilineos

Suma de segmentos

La adicién de dos 0 mas segmentos consecutivos es otro segmento cuya
longitud es igual a la suma de las longitudes de todos y cada uno de los
segmentos parciales considerados.

Resta de segmentos

Se Ilama diferencia de dos segmentos, teniendo que el primer segmento
es mayor que el segundo, a un tercer segmento tal que, sumando con el
menor llamado SUSTRAENDO, se obtenga un segmento igual al mayor
o0 MINUENDO.

Producto de un segmento por un numero natural

Multiplicar un segmento por un numero natural es hallar la suma de
tantos segmentos iguales al considerado, como unidades expresan el
namero.

Division de un segmento por un namero natural

Se llama cociente de un segmento para un numero natural, a otro

segmento total que multiplicado por el nimero considerado se obtenga
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un segmento igual al primero. Todo segmento puede dividirse en

cualquier nimero de partes iguales.

Razon simple

Es el nimero que resulta como cociente al dividir la medida de uno entre
la medida del otro, estando ambas medidas expresadas en las mismas
unidades, una razon se puede presentar como una fraccién, quebrado o
una division. La razon a la vez es una cantidad adimensional o cantidad

abstracta.

Proporcién

Es la proposicién de que dos razones son iguales, debiendo cumplirse
que el valor de la una razon debe ser igual al valor de la otra razon. En
una proporciéon también existen lo que se puede conocer como
elementos extremos, elementos medios, términos antecedentes, y

términos consecuentes.

Propiedades de las proporciones y serie de razones

e Enuna proporcion pueden invertirse las razones.

e El producto de los extremos es igual al producto de los medios.

e En una proporcidn a cada antecedente se le puede sumar su
respectivo consecuente o0, a su vez, a su consecuente sumar su

respectivo antecedente.
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e En una proporcion a cada antecedente se le puede restar su
respectivo consecuente 0, a su vez, a cada consecuente se le resta
su respectivo antecedente.

e En una serie de razones iguales, la suma de los antecedentes es
a la suma de los consecuentes; como uno cualquiera de sus
antecedentes es su respectivo consecuente.

e La resta de los antecedentes con respecto a la resta de los
consecuentes es igual a cualquiera de las razones.

e Entoda proporcion, la suma de los términos de la primera razon
es a su diferencia, como la suma de los términos de la segunda
razon es a su diferencia.

e Entoda proporcion, la suma de los términos de la primera razén
es a la suma de los términos de la segunda razén, como la
diferencia entre los términos de la primera razén es a la
diferencia entre los términos de la segunda.

e Si en una proporcion se cambian los medios entre si, a los

extremos entre si, se obtiene una nueva proporcion.

Divisién interna de un segmento

Consiste en ubicar un punto que se encuentre en el interior del segmento
planteado como dato.

Division externa de un segmento
Consiste en localizar un punto que se encuentra en el exterior del
segmento.
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Divisién arménica

Consiste en encontrar simultdneamente un punto en el interior y exterior

del segmento dado; es una combinacion de los casos anteriores.

I l Ejercicios de segmentos rectilineos

mmmm—
e

Ejercicio 1.1.

Para el segmento de la figura 1.1, determine la coordenada del punto M

conociendo que % = 3/4 y que el segmento AB es igual al segmento

PM.

Figura 1.1

600

1
4>
=

AB = PM
T)M =?

Solucién:
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a) AB =PM por hipétesis
b) AB =600+ |-500| suma de seg.

AB = 1100 unid.= PM

AP 3
) PE- 1 por hipodtesis
AD+PB 3+4
d) = propiedad de las proporciones
PB 4
e) AP+ PB =AB suma de seg.
AB 7 1100 7
PB4 ~  PB %
f) PB = 628.57 unid.
g) PM = PB + BM suma de seg. BM

= (1100 — 628.57) unid.

BM = 471.43 unid.

M =B+ BM =600 + 471.43 : M
=1071.43 unid. LQQD.

Ejerciciol.2. ,

Para el segmento de la figura 1.2, determine la longitud del segmento
PR conociendo que If_;: 5/3, la longitud del segmento AB es 40

unidades y que el segmento PB es igual al segmento BR.

Figura 1.2

¢ =
e U
¢ D

24



AP 5

H) —==
) PB 3
AB = 40 unid
PB = BR
T)PR =?
Solucién:
AP 5 = hindtesi
a) PE "3 por & hipotesis
AP+PB 5+3 ) )
b) = propiedad de las proporciones
PB 3
c) AP+ PB = AB por hipdtesis
(c) en (b)
AB 8 40 8 PB = 15 unid
PE°3 ' PB 3 -
= BR por hipotesis
PR = 2PB = 2BR = 2(15unid) . : PR =30 unid. LQQD.
Ejercicio 1.3.

T/
Para el segmento de la figura 1.3, demuestre que AE + BC — 2AC =

BD conociendo AC = DE.

Figura 1.3

25



H)AC = DE
T)AE + BC — 2AC = BD

Solucion:

Ejercicio 1.4.

AE = AB + BD + DE por suma de seg.
BC = BD — CD por diferencia de seg.
(a) + ()
AE + BC = AB+BD + DE + BD — CD
AB = AC — BC por diferencia de segmentos
AC = DE por hipotesis
(b) , (d)y (e) en (c)
AE + BC =2BD + AC+ AC—-BC—-CD
= AE + BC = 2BD + 2AC — (BC + CD)

AE + BC = 2BD + 2AC — BD

AE + BC—2AC=BD LQQ@D

y 94

En la figura 1.4, el punto “Q” divide externamente al segmento AB en

una razon §=§ . Siendo M el punto medio de AB. Determinar la

longitud de QM, si AM= 28 unidades.

26



Figura 1.4

Q A M B
y X 2
AM = 28 unid.
M = Punto medio de AB
M =?
Solucion:
AQ 2
@ QB9
AQ 2 _ _
b) por propiedad de las proporciones

BQ—AQ 9-2
c) BQ—-AQ =AB Diferencia de segmentos

(c) en (b)
AQ 2
9 2577

e) AB =AM + AM por hipdtesis.
f) AB =56 unid.

(f) en (d)
2AB  2(56 unid.) )
g) AQ = = = = = 16 unid.

h) QM = AQ + AM por suma de segmentos

27



QM = (16 + 28) unid. : QM = 44 unid. LQQD.

Ejercicio1.5.

Dado el segmento de la figura 1.5, determine la longitud del segmento
CD sabiendo que la longitud del segmento DE es igual a dos veces la
longitud del segmento CD; la longitud del segmento DE es igual a tres
veces la longitud del segmento AB y que la longitud del segmento AE

es 100 unidades.

Figura 1.5

H) DE = 2CD
3AB = DE
AE = 100 unidades

T) CD =?

Solucién:

a) AC =2AB =2BC por hipdtesis

b) AE =100 unid. por hipdtesis

c) AB+BC + CD + DE =100 unid. por suma de segmentos
d) AB+BC+CD + 34B =100

e) 5AB 4+ CD = 100 unid.
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DE 2CD oL
f) AB = 3 =3 por hipoétesis
(f) en (e)

2
R 5 (gcp) 4+ CD = 100 unid.
10
~CD + CD =100 unid.

13
?CD = 100 unid.

300 unid. .
CD = —13 CD = 23,07 unidades LQQD.
Ejercicio1.6.

Encontrar las coordenadas de P y Q que dividen arménicamente al
segmento AB de la figura 1.6, sabiendo que: Xa = 100 unidades y Xg =

. , X 1
800 unidades, en una razén 5=

Figura 1.6
Q A A &
100 800
x_1
H); =1
TPy Q=72
Solucion:
AP AQ 1 definicion de divisio L
a) PE~ 0B 4 por definicién de divisiéon armoénica

29



AP+PB 1+4

b) por propiedad de las proporciones

PB 4
AB 5
T
AB = (800 — 100)unid.= 700 unid.
d 700 _> > PB = 560 unid
) PE — 1 = unid.
e) P=B—PB coordenada de P
(d) en (a)
P =800 —560 : * P =240 LQQD.
o __1 iedad de 1 [
) 0B—AQ 4-1 por propiedad de las proporciones
a0 _1 : A = 233,3 unid
18 -3 : QA = ,3 unid.
h) Q=A-AQ Coordenada de Q
Q =100 — 2333 : * Q=-133,3 LQQD.
Ejerciciol.7.

El punto P divide internamente al segmento AB de la figura 1.7,
teniendo las coordenadas de: A = 1300 u, B=1800uy P = 1560 u.

Determinar la razon x/y.

Figura 1.7

o
Se@
o

1300 1560 1

T) xly=?
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Solucién:

a) % =§ por definicion de division interna
b) AP =P —A por coordenadas

AP = 1560 - 1300 : AP = 260 unidades (b *)
c) PB=B—P por coordenadas

PB = 1800 — 1560 : PB = 240 unidades (c *)

(b*)y (c*)en (a)
200 unid. um:d' =X : T-1.083)1 LQQD
240 unid. vy y

Ejercicio 1.8. ,

Hallar las coordenadas de los puntos P, Q y C de la figura 1.8,
AP _4Q _ 7 _BQ

sabiendo que se cumple la igualdad PE= B0 _z- oc

Figura 1.8

(&) ]

i B
]

—-\l

o e@
J

AP _AQ _ 7 _ BQ

H)E_BQ_Z_QC

T P,QyC =2
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Solucién:

a)

b)

c)

d)

f)

g)

i)

AB=70-50 : AB = 20 unidades
AP 7 hindtesi
pp 3 Por hipdtesis
AP+PB 7+2 _ .
PE - 3 propiedad de las proporciones
20 9
PE-3 : PB = 4,4 unidades

PB =B —P por coordenadas

P=70-PB * P =656 LQQD.
AQ 7 Hi Stesi
0B~ 2 por hipodtesis
AQ—QB 7-2 . .
0B = 5 propiedad de las proporsiones
20 5 .
0B =3 . QB = 8 unidades
=78 LQQD.
BQ_7 . 8 _7
ac =5 por hipodtesis ocC =35
= 2,28 unidades
C=0Q+0QC : C=78+2.28 =

=80.28 LQQD.

QC
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Ejercicio1.9.

P y O dividen armonicamente al segmento AB de la figura 1.9 en una
razon, siendo AB = 60 unidades. Determinar la longitud del segmento
AP sabiendo que 3A0 = PB.

Figura 1.9

p O
h
o
w

H)AB = 60 unidades

340 = PB
T)AP =?
Solucion:
AP AO rofinicion de divisic »
a) PE - 0B por definicion de division armoénica
b) AP+ PB =AB suma de segmentos
Ap A0 cedad de | _

c) 1B —AP — 0B —Ap Propiedad de las proporciones

d) AB+ A0 =0B : OB — A0 = AB = 60 unidades
AP AO

e) ———=—x

PB —AP 60

f) 3A0=PB por hipdtesis
AP AO
h)y ————m=—
3A0 —AP 60
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i) 340" — (A0)(AP) — 60AP = 0

(b) y (f) en (i)
j) AO? + 2040 — 600 = 0

A0, = 16.46 unid. : A0, = —36.46 unid.

3(16.46)unid = PB : PB = 49.38 unidades
k) AP =AB —PB

AP = (60 — 49.38)unid. : AP

= 10.62 unidades LQQD

Ejercicio 1.10. ,

Dado el segmento de la figura 2.10, si Q divide externamente al

segmento AB en media y extrema razon tal que g <1y AB=280u.

Determinar QB.

Figura 1.10

80u

H) AB = 80 unidades

T) QB =?
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Solucién:

—2
a) AQ =BQ.AB por definicion de media y extrema razén
b) AQ =BQ — AB por diferencia de segmentos

(b) en (a)
¢) (BQ—AB)? =BQ.AB

d) %Z — 2BQAB + AB° = BQAB
e) BQ —160BQ +80 = 80BQ

f) BO —160BQ —80BQ +6400=0 : BQ — 240BQ + 6400
-0

240 + \/(240)2 —4(6400) 2404+/32000 240+ 178.89
Q — — —
2 2 2
* BQ =209.4 unidades LQQ@D.

9)

Ejercicio 1.11. ,

Dado el segmento de la figura 1.11, si “P” divide externamente al

segmento AB en media y extrema razon tal que §< 1, AB = 100

unidades. Determinar PB.

Figura 1.11

X
H) =<1
y
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AB = 100 unidades

T) PB =?

Solucion:

a) ﬁz = (AB)(PB) por definicion de media y extrema razén
b)AP = AB — PB por diferencia de segmentos

(b) en (a)
¢) (AB —PB)? = ABPB
d) AB? —2(AB)(PB) + PB? = (AB)(PB)
e) (100)% —2(100)(PB) + PB? = (100)PB
f) PB%—300PB + 10.000 =0

2 _

§) PB= 300 + \/(300) 4(10000) _ 300 + 223.6

2 2
PB = 261,8 unidades LQQD.

Ejercicio1.12.

Dado el segmento de la figura 1.12, si P y Q dividen armdnicamente al

segmento, AB entonces la relacion correcta es:

Figura 1.12
A P B Q
= AP =) PB BQ
AQ
(a) Ap _ 45
a _ =
BQ

36



a8 70

b) ===
(®) PB  BQ
PB  BQ
(C) _ =
AP AQ
(d) ninguna = * Respuesta correcta (d)

Ejercicio1.13. ,
Dado un segmento AB de la figura 2.13, de coordenadas (-159; 136),

encontrar las coordenadas de los puntos que dividen al segmento en

cinco partes de igual medida.

Solucién:

AB es el segmento dado

Trazamos una recta oblicua desde el punto A con una abertura
cualquiera, esta es dividida en cinco partes iguales, desde el ultimo
punto de division (5) trazamos una perpendicular hacia el extremo del

segmento planteado, y luego trazamos segmentos paralelos a esta recta

37



por cada uno de los puntos de la recta oblicua con relacién al segmento
dado, determinandose de una manera practica la division del segmento

dado, en segmentos parciales iguales.

a) S5BII4S II3RI112Q1I 1P Por construccion
b) AP = PQ = QR = RS = SB por hipbtesis
c) AB = |-159 + 136 => 2 AB
= 159unid. + 136 unid. = 295 unid.
AB = 5AP por hipétesis
AB 295 unidades

AP = z c = 59 unid.

Coordenadas

P=A+ AP Q=P+ PQ R=P+ QR S
= R+ RS

P = -159 + 59 = * P= 100 unid.

Q= -100 + 59 = * Q= 41 unid.

R= -41+ 59 = * R= 18 unid.

S= 18+ 59 = * §=77 unid

* B = 136 unid.
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Ejercicio1.14. ,

Dado un segmento AB de la figura 1.14, de coordenadas (-47 ; 78),
encontrar la relacion X/Y si: AP = 55, “P%, divide internamente al

segmento AB.

Figura 1.14

AP PB

Solucion:

a) Coordenada de A = —47 por hipotesis
b) Coordenada de B =78

c¢) AB =|—47|+ 78 = 125 unid.

d) AB = AP + PB por suma de segmentos
AP

PB

X
= ;( 1 por definicion de division interna de un segmento

f) AP =55 unid. por hipétesis
(f) en (@)

g) PB =125 unid — 55 unid.= 70 unid.
() y (g) en (e)

55unid'—x—078 = x—0786 1 LQQD
70 unid. y y ( QQD.
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Ejercicio 1.15.1/

Dado un segmento AB de coordenadas (-37;75), encontrar la relacion

% > 1, si: BQ =152 (Q divide- externamente al segmento AB).

Figura 1.15

1
w
,\Iu);'

Solucion:

a) AQ=AB+ BQ por suma de segmentos
b) AB=|-37|+75=37+75
c) AB =112 unid.

(c) en (a)
d) AQ = (112 4 152) unid. => AQ
= 264 unidades (d)
e) g—g = g)l por def. de division interna de segmentos

f) QB =152 unid.

(d) y (f) en (e)

264unid._x _ x_1737 .
152 unid. y ’ y ) QQD.
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Ejercicio 1.16. ,

Si P y Q dividen armonicamente al segmento AB de la figura 1.16,
sabiendo que AM=ME, demuestre que MB? = (MP)(MQ).

Figura 1.16

H) AM = MB
T) MB? = (MP)(MQ)

Solucion:

a) AP = AM + MP suma de segmentos
b) AQ = AM + MQ

¢) BQ = MQ-MB

d) PB = MB-MP

AP_AQ »
e) PE - BQ ivision armoénica
f AM +MP AM + MQ

MB —MP MQ — MB

h) MB.MQ — MB? + MP . MQ — MP . MB
=MB?—-MB . MP+MQ . MB— MQ . MP

i) —2MB?+2MPeMQ =0

* MB?* = (MP)(MQ) LQQD.

41



Ejercicio1.17. ,
Dado el segmento de la figura 1.17, si P y Q dividen armdnicamente al

segmento AB en relacién % > 1, si AP=PQ; Demostrar que BQ=2PB.

Figura 1.17
A P B Q
AP | PB | BQ
AQ
Solucién:
AP _AQ . .
a) —=— Por def. de division arménica
PB  BQ
b) AQ = AP +PQ Por suma de segmentos
¢) AP =PQ Por hipdtesis
AP _AP+PQ . .
d) —=—7-o— Por propiedad de las proporciones
PB BQ
| P@_PQ+PQ_2pQ
e p— = — =
PB BQ BQ

f) PQ-BQ=PB-2PQ
pg = 05 > 50
~ T

=2PB LQQD.
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Ejercicio 118.
Dado el segmento de la figura 1.18, si los puntos P y Q dividen

armonicamente al segmento AB en relacion g < 1, ¢Cuél es la relacion

xly si; AB= 5640 unidades y PQ= 12654 unidades?

Figura 1.18
Q A P B
Solucion:
AP QA x o .
a) —=—=-<1 Por division armoénica
PB QB VY
b) AP =AB - PB por diferencia de segmentos
— —b +Vb? — 4ac
e) PB=X-=
2a
PG — —14028 + \/(14028)2 —4(2)(—71368560)
(2)(2)
—14028 + 27708 — )
B = 2 : PB; = 3420 unidades

PB, = 10434 Valor que que no se considera
b) AP=AB—-PB AP = (5640 — 3420) unidades
AP = 2220 unidades
¢) QB=QP+PB : QB = (12654 + 3420) unidades
QB = 16074 unidades
QA =PQ — AP : QA = (12654 — 2220) unidades

43



) ﬁ= 10434 wunidades

(f) en (a)
AP QA «x 2220 10434 «x x
—=—=-2z1 ; T = == = *  —
PB QB Y 3420 16074 y y

=0,649 < 1 LQQD.

Ejercicio 119.,
Dado el segmento de la figura 1.19, si los puntos P y Q dividen

armonicamente al segmento AB en relacion § < 1. (Cudl es la relacion

xly si; PB = 3420 y BQ = 16074?

Figura 1.19
Q A 5 B
QA AP PB
—_ i | —————— | .
BQ
Solucion:
AP _ QA _x dof. divisis ]
PE 0By por def. divisién armoénica
b) QP = QB —PB por suma de segmentos
QP = (16074 — 3420) unidades = QP
= 12654 unidades
¢) QA=QP—-4P = QA =12654—AP (c*)
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(¢ ) en (a)
AP 12654 — AP
3420 16074

Asumimos que: AP =X

19494 X = 43276680 = (d) X =AP
= 2220 unidades
(d) en (a)
ﬁ_()_A_x<1 2220 12654 — 220
BP QB Y 3420 16074
X
= 0.649 = + —=0.649
y
<1 LQQD

Ejercicio 1.20. ,

Para el segmento de la figura 1.20, si los puntos P y Q dividen

armonicamente al segmento AB en relacion § < 1, ¢Cuél es la relacion

xly si; AB = 792 unidades y PQ igual a 247 unidades?

Figura 1.20

792
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Solucién:

AP QA x o .
a) —=—=-<1 por def. divisibn armonica
PB QB ¥
b) QA =(QB—AB por resta de segmentos
¢) QB=PQ+PB
d) AB=AP+ PB por suma de segmentos

(b),(c) y (d) en (a)

AB—PB QP+ PB-—AB 792 — PB
PBE__ QP +PB =z 7B
247 + PB — 792 , —

= 247+ 75 : Asumimos que: PB
=X

2X?—1090X —195624=0 :  PB = 687.31 unidades

AP = AB — PB = AP
= (792 — 687.31) unidades : AP
= 104.69 unidades

QA=QP-AP = QA
= (247 — 104.69) unidades : QA

= 142.31 unidades
QB =QP +PB
QB = (247 + 687.31) unidades  : 0B = 984.31 unidades

104.69 142.31
687.31 984.31
X

0.1523 = 0.1523 e 0.1523 (1 LQQD.
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Ejercicio1.21. ,

Para el segmento de la figura 1.21, determine la longitud del segmento

PR conociendo que ;’—; = 5/3, la longitud del segmento AB es 20

unidades y que el segmento PB es igual al segmento BR.

Figura 1.21
A P B R
Figura 1.21
o AP _
) PB 3

AB = 20 unidades
PB = BR
T)PR =?

Solucion:
AP

9 pp=3
AP +PB_5+3

b) PB 3

¢) AP+ PB=AB
(c) en (b)
AB
5=
d) PR =PB+BR

)

8
3

= por hipétesis

propiedad de las proporciones

suma de segmentos

20 8

PB 3 ’

suma de segmentos

47

PB = 7.5 unidades




PB = BR por hipodtesis = PR
= (7.5 + 7.5) unidades = * PR
= 15 unidades LQQD.

Ejercicio 122. .

En el segmento de la figura 1.22, Q divide externamente al segmento en

una raz()ng = % Siendo M el punto medio de AB, determinar la longitud

de QM si AM = 28 unidades.

Figura 1.22
Q A M B
Solucion:
AQ 2 o de divisicn ext
a) 0B~ 9 proporcion de division externa
b 4 ___z iedad de | i
) BO—A0 9-2 propiedad de las proporciones
AQ 2
AB 9
c) AB=AM + MB suma de segmentos
= AB = 56 unidades
d 40 _2 : AQ = 16 unidad
) S6 7 : Q = 16 unidads

e) OM=AQ + AM
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QM = (16 + 28) unidades : * QM
= 44 unidades LQQD.

Ejercicio 1.23. ,

Dado el segmento de la figura 1.23, determine la longitud del segmento

. 1 1 2
AB sabiendo que AP.BQ = PB.AQ y que =+ 50" 5

Figura 1.23

L ]
L ]
L J

H) AP.BQ = PB.AQ

1 N 1 2

PB BQ 5
T) AB=?
Solucion:

a) AP.BQ = PB.AQ por hipédtesis
b) AP+ PB =AB suma de segmentos
(b) en (a)
(AB — PB).BQ = PB(BQ — AB)
BQ.AB — PB.BQ = PB.BQ — PB.AB
BQ.AB + PB.AB = 2PB.BQ
AB(BQ + PB) = 2PB.BQ
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BQ+PB _ 2

PB.BQ  AB
BQ PB 2
c) + =—
PB.BQ PB.BQ AB
4 1 N 12 _ 1 N 1
) PB  BQ AB ’ PB  .BQ
=z (e) por hipotesis
(d) = (e)

x AB =5 unidades LQQD.

Ejercicio1.24.

Considere el segmento de la figura 1.24. Dadas las coordenadas Xq
=100 y Xp = 300 que dividen arménicamente al segmento AB en una

razon de 1/2, determinar las coordenadas de A y B.

Figura 1.24
Q A P B
100 300

" X 1

T) XA =7? . XB =?
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Solucién:

f)

9)

AP AQ «x L .
—===-<1 por divisiéon armoénica
PB QB Y
AP 1 .
—= == ; 2AP = PB
PB 2
2¢_2 . 2AQ= 0B
QB 2
AP+PB 1+2 3
B - 3 -3 propiedad de las proporciones
AP + PB = AB por suma de segmentos
E - E E = E B AB = 3AP
PB 2 24P 2
AQ 1 1
0B — 40 =5-1°1 propiedad de las proporciones
D1, W= 9
AB
(e)=(g %)
3AP = AQ = AB
3(P-A)=(MA-0Q) ; 3(300—A4) = (A—100)
900—-34=A-100 : * A

=250 LQQD. (Coordenada de A)

()

51



Ejercicio 1.25.
Para el segmento de la figura 1.25, determine la coordenada del punto C

AQ 3

. AP
conociendo que 70 = g5 — 2 aue QB =CP.
Figura 1.25
C A P B Q
AP AQ 3
) DB 2
QB =CP

T) Coordenada de C

Solucion:
AP hivdtesi
a) PE=3 por hipétesis
AP+PB 3+2 ] _
T propiedad de las proporciones

c) AP+ PB=AB
d) 2 = E : AB
PB 2
= 60 unid + |—80 unid. | ; AB
= 140 unidades

140 unid. 5 . PB = 56 unidad Vi
PE —3 P = 56 unidades :

= 84 unidades
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AQ 3 _ AQ—QB 3-2 140
¢) 08 2 ' 0B 2 ' 0B
1 __

=3 = QB = 280 unidades
f) CP = QB = 280 unidades por hipdtesis
h) Q=B+(QB ; Q=60+280 Q = 340
iy CP=AC+AP ;  AC = (280 — 84) unidades

= AC = 196 unidades
j) C=A+AC : C = —80 — |196|

*x C=-276 LQQD Coordenada de C

Ejercicio 1.26. ,

AD+CF
2 H

Para el segmento de la figura 1.26, demuestre que BE = sabiendo

que AB = BC y que DE = EF.

Figura 1.26

H) 4B =BC
DE = EF

__ AD+CF
T) BE=—)—

Solucién:

a) AD =AB+BC+CD
c) CF=CD+DE+EF suma de segmentos
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b) CF =CD + 2DE : CD = CF —2DE (b¥)
¢) AD =CD +24B : CD = AD —24B (c %)
(b*) = (c*)
f) CF—2DE = AD —2AB
BE = BC + CD + DE = AB + CD + DE
g) BE = (CF —2DE) + AB + DE = CF — DE + AB
n g = (AD = CD)
2
(h) en (9)
(AD — CD)
2
F—CD. AD—CD

j) BE=CF—DE+

C
k) BE =CF —(

+
)+ (——)
2BE =2CF —CF+CD+AD —-CD =CF +AD =
AD + CF
. =——5—  LQQD.

Ejercicio 1.27. ,

—2 _

Para el segmento de la figura 1.27, demuestre que AC = AB.AD —

—2
% , sabiendo que BC = CD.

Figura 1.27

H) BC=CD

T) AC =AB.AD — —
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Solucién:

a)
b)

c)
d)

e)
)

9)

h)

AC = AB + BC suma de segmentos

AC =AD —-CD

BC =CD

BD = 2BC = 2CD por hipdtesis
(a) por (b)

AC? = (AB + BC)(AD — CD)
AC? = AB.AD — AB.CD + BC.AD — BC.CD
(c) en (f)

5 BD?
AC* = AB.AD — AB.BC + BC.AD — ——

4
5 BD BD BD?
AC? = AB.AD — AB.—+—.AD — — =
2 2 4
BD BD?
AC? = AB.AD + —.(AD = AB) = ——

D? BD? BD?

BD B
AC? =AB.AD—7.(BD) —TzAB.AD————

2 4
2
, _BD

+ AC*=AB.AD-——  LQQD.
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Ejercicio 128,

(b—a)?

Para el segmento de la figura 1.28, verifique que m = |ab + "

sabiendo que BC=DC, AB=a, BD=b y que AC=m.

Figura 1.28
A B C D

H) BC=DC

AB =a

BD =b

AC =m

(b —a)?

T) ab + 2
Solucion:

a) AC=AB+BC Suma de segmentos
b) (AC)? = (AB + BC)?
AC? = AB? + 2(AB)(BC) + BC? = AC?
= AB(AB + 2BC) + BC?
¢) AC? = (AB)(AD) + BC

AD — AB
AD — AB = 2BC = BC = ——
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_ 2
f) AC? = (AB)(AD) + [w] AC?
_ 2
— (AB)(AD) + M
J (AD — AB)
AC = |(AB)(AD) +—— >

(b—c)?
*x m= |a.b+ 2 LQQ@D
Ejercicio 1.29.

/.
Los segmentos a, b, ¢ son proporcionales a 7, 5 y 6 respectivamente si:

a+b+c =12 unidades. Calcular las medidas de los segmentos a, b y c.

Solucion:
a_b_c_a+b+c
7 5 6 7+5+6

12 unidades . .
=— propiedad de las series de razones

18
12 unid. a (12)(7)
B8 7 T ; a
=4.66 unid.  LQQD.
12 unid. :9 : b — (12)(5) b
18 5 18
= 3.33 unid. LQQD.
12 unid. ¢ (12)(6)
18 6 T ¢
= 4 unid. LQQD.
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Ejercicio 1.30.

Considere el segmento de la figura 1.30. Dado los puntos A y B de
coordenadas (-27 ; 29), determinar BS tal que: BS? = AB.AS (S es

un punto situado entre Ay B).

Figura 1.30
A S B
-27 29
Solucion:
a) AB=A+B por suma de coordenadas

AB = |-27| + 29 = 56 unidades
b) BS? = AB..AS por hipodtesis
¢) AS=AB-BS por resta de segmentos
(c) en (b)
d) BS =AB(AB — BS) > BS
= 56(56 — BS) ; BS? +56BS —3136 =0
* BS = 34.6 unidades LQQD.
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CAPITULO 2

Angulos en el plano
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Capitulo 2
Angulos en el plano

“Donde hay materia hay geometria.”

— Johannes Kepler

Objetivo

Desarrollar en los lectores la capacidad de analizar, pensar y resolver
casos que involucren el conocimiento geométrico aplicado a los &ngulos
en el plano, reconociendo los tipos de &ngulos y aplicando los teoremas

de angulos planos para la resolucion de ejercicios.
Logros de aprendizaje

El lector estara en capacidad de:
e Utilizar los sistemas de unidades de angulos planos.
e Reconocer los tipos de angulos.

e Aplicar los teoremas de angulos para resolucién de ejercicios.
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2.1 Introduccion tedrica

2.1.1 Unidades principales para &ngulos

Sistema sexagesimal. - Se considera a la circunferencia dividida en 360
partes y un angulo de un grado es el que tiene el vértice en el centro y
sus lados son dos radios, cada grado se considera en 60 partes iguales
Ilamadas minutos y cada minuto tiene 60 partes iguales Ilamados

segundos.

Sistema centesimal. - Se considera a la circunferencia dividida en 400
partes iguales Ilamadas "Grados Centesimales", cada grado tiene 100

minutos centesimales y cada minuto tiene 100 segundos centesimales.

Sistema mixto o circular. - En este sistema se usa como unidad el
angulo llamado "Radian". Un “radian” es el angulo cuyos lados son
radios y comprenden un angulo cuya longitud es igual al radio de la

circunferencia.

2.1.2 Tipos de angulos

e Angulo plano. - Es una figura formada por dos rectas,
semirrectas, 0 rayos que se cortan en un punto. Las rectas,
semirrectas o rayos se llaman lados y el punto comun origen.

e Angulos nulos. - Son aquellos angulos que son iguales a 0

grados.
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Angulos convexos. - Son aquellos angulos que son mayores de
0 grados, pero menores de dos angulos rectos.

Angulos agudos. - Son aquellos angulos que son menores de un
angulo recto.

Angulos rectos. - Son aquellos angulos que son iguales a un
angulo recto, donde sus lados son dos rectas perpendiculares.
Angulos obtusos. - Son aquellos angulos que son mayores de un
angulo recto, pero menores de dos angulos rectos.

Angulos llanos. - Son angulos iguales a dos angulos rectos sus
lados son dos rectas linealmente opuestas.

Angulos céncavos. - Son aquellos angulos mayores de dos
angulos rectos y menores de cuatro &ngulos rectos.

Angulos de una vuelta. - Son los angulos iguales a cuatro
angulos rectos.

Angulos complementarios. - Son una pareja de angulos que
sumados dan un angulo recto.

Angulos suplementarios. - Son una pareja de angulos que
sumados dan dos angulos rectos.

Angulos consecutivos. - Son aquellos angulos que se
caracterizan por tener dos elementos comunes, un lado y un
vértice y sus medidas se encuentran a uno y otro lado del lado
coman.

Angulos adyacentes. - Son dos angulos consecutivos cuyos

lados no comunes son rayos linealmente opuestos o (alineados).
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e Angulos opuestos por el vértice. - Son aquellos angulos cuyos
lados de uno son las prolongaciones en sentido contrario de los

lados del otro.

Rectas paralelas

Rectas paralelas son las que estando en el mismo plano y siendo

equidistantes se pueden prolongar en ambos sentidos.

Teoremas de los &ngulos que tienen sus lados paralelos

e Dos angulos agudos que tienen sus lados respectivamente
paralelos entre si y dirigidos en el mismo sentido son iguales.

e Dos angulos obtusos que tienen sus lados respectivamente
paralelos entre si, y dirigidos en sentido contrario son iguales.

e Si dos angulos tienen sus lados respectivamente paralelos, dos
de ellos dirigidos en el mismo sentido y los otros dos en sentido

contrario, dichos angulos son suplementarios.

Rectas perpendiculares

Se dice que dos rectas son perpendiculares cuando al cortarse forman

cuatro angulos iguales, cada uno es un angulo recto.
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Teoremas de los angulos que tienen sus lados perpendiculares

e Dos é&ngulos agudos cuyos lados son respectivamente
perpendiculares entre si son iguales.

e Dos angulos obtusos que tienen sus lados respectivamente
perpendiculares son iguales.

e Dos angulos, uno agudo y otro obtuso, que tienen sus lados

respectivamente perpendiculares son suplementarios.

Angulos formados entre dos rectas paralelas cortadas por una

secante o transversal

Los angulos que se forman entre dos rectas paralelas presentan las

siguientes caracteristicas:

e Los angulos alternos internos son iguales.
e Los angulos alternos externos son iguales.
e Los angulos correspondientes son iguales.
e Los angulos colaterales internos son suplementarios.

e Los angulos colaterales externos son suplementarios.
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"2'2 Ejercicios resueltos de angulos en el plano

e

I

Ejercicio 2.1. /)

Considere lafigura 2.1. Uno de los &ngulos complementarios aumentado

en 30° es igual al otro. ¢ Cuanto mide cada angulo?

Figura 2.1
B
C
: 7
- A
@]

Solucién:
a) 1mz AOC + 1msCOB
= 14 Recto por ser dangulos complementarios
b) 1ms1+ 1m £2 = 1ms Recto
c) 1mzs14+30°=1ms2 = 1mz1

=1mz2—-30° (c)
(c) en (b)
1ms2 —30° + 1mz2 = 90°
2mz2 =90° + 30°
2mes2 = 120°
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120° _

1ms2 = =60°
+ 1mz2 =60° + 1mzs1=30° LQQD.
Ejercicio 2.2.

y 97
Considere la figura 2.2. (Cuanto mide cada uno de los angulos

suplementarios, si quitando al menor de ellos 20° y agregandole al
mayor, este resulta el triple de lo que queda del menor?

Figura 2.2
B
241
C O A
Solucion:
a) 1mzAOB + 1msBOC
=24 Rectos por ser angulos suplementarios
a) 1mzs1+1mzs2 =180°
Consideramos que:
1ms1 = angulo menor ; 1ms2 = dngulo mayor

b) 3m (1mzs1-20°

=1mzs2+20° ; 3ms1—-60°—20°

=1mz2

b) 1ms2=3ms 1-80°
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(b) en (a)
1ms 14+3ms 1-80°=180° ;0 4me 1
= 180°+80° ; 1mzs1=65"°
c) 1mzsz1=1ms AOB =65°

(c) en (b)
1mes 2 =3(65°—80° ; 1ms 2 = 1m« BOC = 115°
* 1ms£1=65° ; * 1mzs 2 =1mzs BOC
=115° LQQD.
Ejercicio 2.3. ’

Considere la figura 2.3. La medida de uno de los angulos de un par de
suplementarios es el doble de la medida del otro menos 27°. Encontrar
la medida de cada angulo.

Figura 2.3

Solucidn:

a) 1mzszAOB + 1m«BOC =180° por suplementarios
a) 1mzs1+1mzs2 =180°
b) 1ms1=2mz¢2-27° por hipdtesis

(b) en (a)
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ms1+ 1mzs2 =180° ; 2ms2 —27°+ 1mzs2 =180°
c) * 1msz2 = 1mBOC = 69° LQQD.
(c)en(b)
1mzs1+4+69°=180° ;
* 1ms1 =1msAOB = 111° LQQ@D.

Ejercicio 2.4. 7

Considere la figura 2.4. Dos &ngulos adyacentes suplementarios estan

en la razon de 2 a 3. Hallar el valor del angulo formado por la bisectriz

del &ngulo menor con el lado no coman.

Figura 2.4

529

Solucidn:

a) 1mzAOC + 1msCOD
= 24 Rectos por ser angulos suplementarios

a) 1msz+1mze2

=180° : OB Bisectriz del +AOC

69



1ms1 2

b ==
) 1mzs2 3
Ims 1+ 1mz 2
Imz 2
243 . .
=3 por propiedad de las proporciones
180° 5 (180°(3)
== ; 1ms2 = ——==108"°
1mz 2 3 P 5
¢) 1ms2=1msCOD =108°
(c) en (a)
1mzs1 =180°—-108° ; 1mes 1=72°

d) 1ms1=1ms AOC =72°
1msBOA = 1ms 3

1mz AOC _ . . .
= por la propiedad de la bisectriz de un dngulo.
1 3 1me 1 72°
ya = = —
m 2 2
* 1msz 3=36°=1ms BOA =1ms BOC LQQ@D.
Ejercicio 2.5. ’

Considere la figura 2.5. Calcular el valor de dos angulos suplementarios,
de modo que, si al quintuplo del menor se le disminuye la mitad del

mayor, se obtiene el triple del menor aumentado en 10°.

Figura 2.5

o]
it
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Solucion:

a) 1mzAOB + 1mzBOC
= 2« Rectos por angulos suplementarios

a) 1mz 1+ 1mz 2 =180°

1mz 2

b) 5mz1-— =3mz 1+ 10°

c) 1mz 1=180°—1mz 2
(c) en (b)

0_ _lmz2 0_ 0
5 (1800 — 1m£ 2) - ——— =3 (180° — Im£ 2) + 10

ms2
900° — 5mz2 — 5 = 540° — 3mz 2 + 10°

+ 1mz 2=1mzBOC=140° LQQD.
(Imz 2) en (a)
1mz 1 =180°— 1mz 2 ; 1mz 1 = 180° — 140°
* 1msz 1= 1mz AOB = 40° LQQD.

Ejercicio 2.6. ,/

. . . . 3
Considere la figura 2.6. Uno de los angulos suplementarios es los E del

otro angulo. ¢ Cuanto mide cada angulo?

Figura 2.6

%]
=y
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Solucion:

a) 1mzAOB + 1msBOC

= 2 £ Rectos por angulos suplementarios
1ms1+ 1mz2 = 180° : 1mzs1
=180° — 1m«2 (@)
b) 1mzs1= %mLZ
(a) = (b)
(180° — 1m«£2)(5) = 3m«2 ; 900°
= 8mz2
c) * 1ms2 = 1msBOC = 112.5° LQQ@D.
(c) en (a)
1ms1 = 180° — 1m«2 ; 1ms1 =180° — 112.5°
1mzs1 = 1mAOB = 67.5° = * 1ms1 =1msAOB

=67.5° LQQD

Ejercicio 2.7.
s/

Considere la figura 2.7. De dos angulos suplementarios, los g de uno de

ellos més la sexta parte del otro forman un angulo recto. ;Cuénto mide

cada angulo?

Figura 2.7
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Solucién:

a) 1msAOB + 1m4BOC = 24 Rectos por ser suplementarios

1ms1+4+ 1ms2=180° = 1mzs1=180°—1m«2 (a)
2 1
b) §m41 + gmAZ =90° por hipétesis
(a) en (b)

2 1
5 (180°— 1m£2) +=me2 = 90°

2 1
120° — §m42 + gmLZ =900

c) * 1ms2 = 1msBOC = 60° LQQD.
(c) en (a)
1mz1 = 180° — 60° = 120°
*  1mzsz1=1mzAOB = 120° LQQD.
Ejercicio 2.8. p

Considere la figura 2.8. Dos veces la medida de un angulo es 36° menos
que 5 veces la medida de su complemento. ¢(Cual es la medida del

angulo?

Figura 2.8
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Solucién:

a) 1mzAOB + 1ms«BOC
= 24 Rectos por ser dngulos suplementarios
a*) 1mzsz 1+ 1mzs 2 =180°
b) 1mzs1=180°—1mzs 2
¢) 2mzs1+36° =5ms2
(b) en (o)
2(180° — 1m«2) + 36° = 5m«2
3600 — 2ms2 + 36° = 5mz 2

360° + 36° = 7mz2 ; 396° = 7mz2
d) + 1mzs2 =1m«BOC =56.57°  LQQD.
(d) en (b)

1mzs1 = 180° — 1mz2
1mz1 = 180° — 56.57°
+ 1mzs1=1msAOB = 123.43° LQQD.

Ejercicio 2.9. ,
Dada la figura 2.9. Determine la medida del angulo X sabiendo que

1m2£EOB = 100° = 1m«3, y que 1m« FOA = &ngulo llano.

Figura 2.9

My
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H) 1m<EOB = 100° = 1m«3
1ms FOA = dngulo llano

T) 1msx =7

Solucién:

a) 2msl+ 1msx +2ms2
= 2/Rectos por suma de angulos consecutivos
b) 1ms2+ 1msx + 1mz1 = 100° = 1ms3
bx*) 1mz2=100°— 1ms1 — 1msx
(b) en (a)
¢) 2(100° — 1mzs1 — 1msx) + 1msx + 2mz1 = 100°
d) 200°—2mzs1—2msx + 1msx + 2me1 = 180°
200° — 180° = 1mzx * 1msx = 1mszDOC
=20° LQQD.

Ejercicio 2.10. ,

Dada la figura 2.10. Determine la medida del angulo X sabiendo que

1m<EOB = 100° = 1m«3, y que 1mz FOA = dngulo llano.

Figura 2.10
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H) 1m£AOE = 1m£EOB = 1m«2
1m£AOD = 1m«DOC = 1mz1
1m£AOC — 1m2AOB = 20°
T) 1msx =?

Solucién:

a) 1mzAOC — 1m+£AOB = 20° por hipétesis
b) 1mzAOC = 1m2AOD + 1m+DOC
1m2AOC = 1mz1 + 1mz1
c) 1mzAOC = 2mz1
d) 1mzAOB = 1m£AOE + 1m£EOB : 1m<£AOB
=1ms2 4+ 1ms2
e) 1mszAOB =2mz«2
(c) ,(e) en (a)
2ms1 — 2ms2 = 20°
) 1mzsl =1msx+ 1ms2 = 1msAOD
2(ImsX + 1mzs2) = 2ms2 =20° 2msx + 2mes2 — 2me2
=20°
* 1msx = 1m<EOD = 10° LQQD.

Ejercicio 2.11. ,

Dada la figura 2.11. Determine la medida del angulo X sabiendo que:

H) 1msFOB = 1m4AOF = 1m«3
1m«FOD = 20°
1mzBOC — 1m2AOB = 40°

T) 1ms4EOF = 1msx
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Figura 2.11

Solucion:

a) 1msBOC — 1msAOB = 40° por hipoétesis
b) 2ms1—2ms3 = 40°
c) 2ms2+ 1mzs1=80° = 1msFOD
d) & 1ms3=2ms2
e) 1ms2=1msx
(d) en (a)
2mz1 —2(2me2) = 40°
) 2mz1—4ms2 = 40°
(e) en (f)
g) 2mzsl1—4mex = 40°
(e) en (c)
2msx +1ms1 =80°
h) 1mzs1=80°—2msx

(h) en (g)
2ms1 — 4meX = 40° ; 2(80° — 2msx) — 4msx
=40°
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160° — 4mzsx — 4mzex = 40° ; 1200 = 8mzx
+ 1msx =1ms2 = 1mzBOF = 15°  LQQD.

Ejercicio 2.12. ,
Dada la figura 2.12. Determine la medida del angulo X sabiendo que:

H) 1mzDOC = 1msDOB = 1mz1
1msBOE = 1m£EOA = 1m2
1msAOF = 1m4FOD = 1m«3

T) 1msFOL = 1msx

Figura 2.12

Solucién:

a) 1ms3+ 1msx + 1ms4

=180 por suma de angulos consecutivos
b) D_O) Bisectriz £BOC por hipédtesis grafica
) E_O) Bisectriz LAOB por hipédtesis grafica
d) 1m<£EOD =90°
=1ms1+ 1mzs2 por la bisectriz de dngulos adyacentes
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e) 1ms3+ 1msx + 1ms4 = 180°
f) 1ms3 =180° — 1msx — 1mz4
(f) en (e)
1ms3 — 1msx + 1mz4 = 90° = 1m<£EOD
(180° — 1msx — 1ms4) — 1msx + 1ms4 = 90°
180° — 2msx — 1mz4 + 1mz4 = 90°
*+ 1msx =1msFOL =45  LQQD.

Ejercicio 2.13.

Dada la figura 2.13. Determine la medida del angulo 1 sabiendo que:

1mzAOC 11
1m«COF 29
T) 1mzl=?
Figura 2.13
D |
C
B
= 1 =
= =0 A
F
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Solucién:

a)
b)

c)

d)

i)

1mzAOC = 1ms1 + 1mz2

1msCOF = 1ms2+90°+ 1mz1

por hipodtesis

por hipoétesis

2ms2 + 1mz1 = 90° ; 1ms1 =90° — 2ms2  (c %)

1mzA0OC 11
1m«COF ~ 29

(@), (b) (c*) en (d)

1ms1 + 1ms2 11

por hipodtesis

1mz2 + 1mz1 +90° 29

900 — 2ms2 + 1mz2 11

1mz2 + 900 — 2mz2 +90° 29

11
29

2610°— 29mz2 = 1980° — 11m«2
18mz2 = 630°

1ms2 = 1m«2COB = 1m«DOC = 35°

(f) en (c %)

)

90°— 1m«2

1800 — 1mz2

1mzs1 =90°+ 2mz2 * 1ms1=1mcAOB

= 1mzEOF =20°  LQQD.
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Ejercicio 2.14.
Se tiene los rayos OP, OQ y OT de la figura 3.14. El &ngulo formado

por las bisectrices de los &ngulos POT y POQ disminuido en Z del

suplemento de un angulo X es igual a 44° si la diferencia entre los
angulos POT y POQ es igual a 20°, determine la medida del angulo X.

Figura 2.14

—
H) OB Bisectriz del 2« POQ

—>
OA Bisectriz del 2« POT

T) 1msx =?
Solucion:

3
a) 1mzAOB - 2 (180° — 1m«x) = 4° por hipétesis (a)

3
b) 1m«3 - 1(1800 — 1mzx) = 4°
¢) 1m«POT — 1m«£P0OQ = 20° por hipétesis(b)
Q) (2mz2-2mz1=20+2 (b))
d) 1ms2—1mz1=10° (b")
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e) 1mzAOP =1ms2 = 1ms3 + 1mz1

f) 1ms3 =1ms2 — 1mz1 por resta de angulos

(d) en (f)
h) 1ms3 = 1ms2 — 1mz1 = 10° ; 1mz3
=10° (h%)
(h %) en (b)
1mz3 —%(1800 —1msx) =4° ; 10° —%(1800 — 1mzx) = 4°

40°—540° 4+ 3mzx = 500° + 16°
*  1msx =172° LQQD.

Ejercicio 2.15.
Si la medida de un angulo es 58° menor que el triple de la medida de su

suplemento, ¢ Cuales son las medidas de los angulos? Considere la figura

2.15.

Figura 2.15

N
i

Solucién:
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a) 1mz1 = 3zm2 — 58° por hipétesis

b) 1mz1+ 1ms2 = 22 Rectos suplementarios por hipotesis
(a)en(b)

c) (3ms2-—58%) + 1mz2 = 180°

4mz2 — 58° = 180°

180° + 58°
Ims2=—F"—
4
) « 1mz2 = 59.5° LQQD.
(c)en(a)

d) 1mz1 = 3(59.5°) — 58°
1mz1 = 178.5° — 58°
«+1mz1 = 120.5° LQQD.

Ejercicio 2.16. 7

Si la medida de un angulo es v/3 veces la medida de su complemento,

¢ Cuales son las medidas de los angulos? Considere la figura 3.16.

Figura 2.16

S

Solucién:
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a) 1mz1=+/3(1mzs2) por hipétesis
b) 1ms1+ 1ms2 = 1£Recto = 90°por dangulos complementarios
(a)en(b)
¢) (V3)(Amz2) + 1ms2 = 90°
(1mz2)(V3 + 1) = 90°

1mz2 = o0°

V3+1
d) x  1mz2 =32.95° LQQD.
(d)en(a)

d) 1mzs1 =+/3(32.95°)
x1mz1=57.05° LQQD.

Ejercicio 2.17. , .

Dada la figura 3.17, calcule la medida del angulo X sabiendo que el

angulo 2 mide 70°.

Figura 2.17

F:

H) 1mz2 =70°

T) 1msx =?
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Solucién:

a) 1mz2 =70° por hipétesis
b) 1ms2+ 1ms1+ 1ms2 =22 Rectos
= 180°por suma de angulos consecutivos
1ms1+ 2mes2 = 180°
c) 1mi=180—-2mz2

(a)en(c)
1me1 = 180° — 2(70°)
1ms1 = 180° — 140° : 1ms1 = 40°

d)Ims1 4+ Imsx + 1ms1+ 1ms2 = 22 Retos

= 180° suma de dngulos consecutivos
Imsx +2ms1 + 1ms2 = 180°
e) 1msx =180° —2ms1 + 1ms2

(©)y(a)en(e)
1mex = 180° — 2(40°) — 70°
1msx = 180° — 80° — 70° : «1msx = 30° LQQD.

Ejercicio 2.18. ,/

Dada la figura 2.18, calcule la medida del angulo X sabiendo que:

H) 1mz1=20°
1ms4 = 60°

T) 1msx =?
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Figura 2.18

Solucion:

a) 1ms3+1ms2+14m3+ 14ml+ 1ms2 = 22 Rec tos
=180° suma de dngulos
b) 1ms3 =1mzsl+ 1ms2 por hipodtesis
(b) en (a)
c) Imsl4+1ms2+1m2 4+ 1msl 4+ 1ms2 + 1msl + 1ms2
=24 Rectos =180°
d) 3ms1+4ms2 =180°
3(20°) +4mz2 =180°
4me2 =120°
e) 1mz2=30°
f) 1ms4 = 1msBOD =2ms2=60°
g) 1msEOH = 1ms4 = 1ms1 +1ms2 + 1msx = 60°
1msx =60°—20°—30°
*x 1mszx=10° LQQD.
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Ejercicio 2.19.

Dada la figura 2.19, calcule la medida del angulo 3 sabiendo que:

H) 1mz1=40°

1ms2 = 60°
T) 1ms3 =?
Figura 2.19

Solucion:

a)
b)
c)
d)
e)

Ly II'L, por hipétesis grafica

Ly 1l Ly 1l Ly por construcciéon

1ms1 = 1msCGE = 40° por angulos alternos internos
1msBGL; = 1ms2 = 60° por angulos correspondientes
1msCGE + 1m43 + 1msBGLs

= 24 Rectos  por suma de angulos consecutivos
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40°+ 1m«s3+60°=180°
f) 1mz3 =180°-100° * 1ms3 =80° LQQD.

Ejercicio 2.20. ,

Dada la figura 3.20, calcule la medida del angulo X sabiendo que:

H) 1mz1=60°
1ms1+ 1mz2 = 130°

T) 1mzsx =?

Figura 2.20

g
/
/
/

M
%
X

G T 2

/

/

|—3/ L
L2
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Solucién:

a) L;I1TL, por hipédtesis grdafica
by LyII L, Il L3y por construccion
c) 1msMF] = 1mz1 por angulos correspondientes
d) 1msGFL; =1ms2  por angulos correspondientes
e) 1msMF] + 1msx + 1msGFL; = 14Recto

= 180°suma de dngulos consecutivos
) 1mzs1l+ 1msx+1ms2 =180°

g) 1mz1+ 1ms2 =130° por hipdtesis

(9) en ()
h) 1msx =180°—-130°=50° : *  1msx
=50° LQQD.

Ejercicio 2.21.1/

Dada la figura 2.21, calcule la medida del angulo X sabiendo que:

H)lmz1 = 70°

T)1msx =?
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Figura 2.21

YD)

Solucion:

a) 1mz1 = 70° por Hipotesis
b) EA II GB por Hipotesis grafica
c¢) 1mzAC] = 1m«CJG por angulos alternos internos
d) 1mzCJG = 2mz«2
e) 1mzAC] = 1mz1
(d), (e)en(c)
2ms2 = 1mz1
1mz1  70°
2 2
g) PRIl F] porconstruccion

f) 1mzs2= 1mz2 = 35°




g) 1mzFJC = 1m«]CR por angulos anternos internos

h) 1mzNCR = 1zecto = 90° por hipotesis grafica

i) 1m«RCF = 12 Recto = 90° por construccion

) 1mz1 =1msx+ 1msZRCM = Imsx + 1mz2 = 90°

k) 1msx =90° —1ms2 =90° — 35° > * 1msx
=55° LQQD.

Ejercicio2.22.

Si el complemento del suplemento de un &ngulo més el suplemento del
complemento de su &ngulo doble es igual al doble del suplemento del

angulo menos un angulo llano. Encontrar la medida del angulo.
Solucion:

a) [90°— (180°— 1msx)] + [180°— (90°— 2msx)]
= [(2)(180°— 1msx) — 180° por hipdtesis
90°—180°+ 1msx + 180°—90 °+ 2msx = 360 °— 2msx — 180°
5mszx =360°—180°
S5msx = 180°
x+ 1msx=36° LQQD.

Ejercicio 2.23. Considere la figura 2.22. Calcule la medida del angulo

3 sabiendo que:

H) 1mz1=100°
T) 1me3 =?
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Figura 2.22

1ms2 =50°

Solucion:
a) 1msBLM = 1mz1 por hipdtesis
b) JB Il AH por hipédtesis grafica
¢) 1msNGH = 2mz2
d) 1ms1 = 1msAGL por angulos correspondientes
(d) = (c) por ser opuestos por el vértice
1mzs1 = 2m«s2
¢) 1me2 = 1mzs1 _ 100°
2 2
f) IF 1l EC por hipédtesis grdfica
h) 1m<EGH = 1m<EDG = 1m«2
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i) 1mz«EDG
= 1mzADC por angulos opuestos por el vértice

1ms2 = 1ms3 =50° x+ 1mz3 =50° LQQD.

Ejercicio 2.24. ’

Considere la figura 2.23. Calcule la medida del angulo 3 sabiendo que:

H) 1mz2=50°

T) 1mzsx =?

Figura 2.23
A
C
Solucion:
a) AB Il EF por hipdtesis grdfica
b) BC Il ED por hipétesis grafica
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c) 1mzs2=2mz1 angulos de lados paralelos entre si

1mz2 50
=— 1ms1 =25°

d) 1mz1=

e) MN Il ED por construccion

f) 1mzsLJN =12Recto =90°

h) 1m«LE] = 1mcEJM = 1m«1 por dngulos alternos internos
i) 1mzEJM + 1mszx =90° por angulos complementarios

J) 25°+ 1mzx =90° « 1mzx =65° LQQD.

Ejercicio 2.25. ,

Considere la figura 2.24. Calcule la medida de los angulos 1 y 2,

sabiendo que:

H S—3R
) T2

1mzs2 =2mz1
T) 1mzs1=7(°
1ms2 =7 (°)
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Figura 2.25

Solucion:

a) Con un perimetro de la circunferencia (2nR),
existe un angulo central(360°),
por lo que, con un arco (S) existira un dngulo central (1m<EOF)

2R - 360°

§Rx360°

3 2
2R - 1mzEOF 1mzEPF =
R = 1msEO m 27R

b) 1m«EOF = 85.94°

c¢) OA Il FBpor hipdtesis grafica

d) 1msEOF = 1m4BFD por dngulos correspondientes

e) 1ms1+ 1ms2 = 1msBFD por suma de angulos consecutivos
(e) = (d)

) 1msEOF = 1ms1+ 1ms2 = 1msBFD
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g) 1msEOF = 1mz1 4+ 2mzs1 = 3mz1 = 1mz1
_ 1msEOF  85,94°

3 3
h) + 1mz1=28.64° LQQD.
(h) en (hipétesis)
1mes2 = 2(1mz1) = 2(28.64°) = x  1mz2
=57.28° LQQD.

Ejercicio 2.26. , ,

La suma del complemento de un angulo con el suplemento de su angulo
doble es mayor que 110° al tercio del angulo. Hallar la medida del

angulo.
Solucién:

a) (90°—1msx) + (180°— 2msx)

Imsx L
=3 +110° por hipdtesis

Imsx
b) 90°—1msx +180°—2msx = T+ 110°

Imsx
—3msx — 3 =110°-270°

—9Omsx — Imsx
3
10msx = 480°

*x 1msx =48° LQQD.

=-160°
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Ejercicio 2.27. ,

La suma del complemento de un angulo a con el suplemento de su
. . 3 .

angulo doble, es igual a 5 del complemento de un angulo B. Calcular el
3T
0

complemento del angulo a si 1mza — 1mp = >

Solucion:

a) (90°—1mcsa) + (180°— 2mzsa)
3
=3 (90°—1m«p) por hipétesis

b) (2)(90 — 1msza +180°—2mzsa) = 270°—3msp
c) 540°—6msza =270°—-3msf -  1msp

=2msza—90° (c*)

3
b) 1msza—1msp = 50" 27° por hipétesis
e) 1msf =1msza—27°
(c*) = (e)

) 2msza—90°=1msza —27° - 1msza=90°-27°
g) * 1mza=63°
Para el complemento del dangulo «
h) 1ms6 + 1msza =90°
1mf =90°—63° - *  1mesO =27° LQQD.

Ejercicio 2.28. ,

En un angulo llano AOC se trazan los angulos adyacentes AOB, BOC y
COD. Si las bisectrices de los angulos AOB y COD forman un angulo
de 130°, hallar la medida del angulo BOC. Considere la figura 3.25.
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Figura 2.28

Solucion:

a) 1m«FOE =130° por hipédtesis
b) 2ms1+ 1msBOC + 2ms2 = 2£Rectos
=180° suma de angulos consecutivos
¢) 1msFOE = 1ms1+ 1msBOC + 1ms2 =130°
d) 1ms1+ 1msEOE + 1ms2 =180°
1mzs1+130°+ 1ms2 = 180°
e) 1ms1+ 1ms2 =50°
(e) en (¢)
50°+ 1m«BOC
=130° : *  1mzsBOC
=80° LQQD.
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Ejercicio 2.29. yy

Dos angulos adyacentes suplementarios estan en larazén de 2 a 3. Hallar
el valor del &ngulo formado por la bisectriz del &ngulo menor con el lado

no comun. Considere la figura 3.26.

Figura 2.29

Solucion:

a) 1mzs1+ 1ms2 = 22Rectos

=180° por angulos suplementarios

b Imzs1 2 hindtesi
) Tmz2 -3 por hipétesis
2ms2
c) 3msl=2mzs2 - 1mzs1 = (c*)
(c*) en (a)
2ms2
d) +1mz2 =180° - 5mz2=(180)(3)

e) 1mz2=108°
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(e) en (c*)

2mzs2  (2)(108°)
3 3

g) OB bisectriz del dngulo AOC

72°

) 1mzsl=

h) 1mzs1=2m«s3 propiedad de la bisectriz
i) 1mz3=36°
J) 1msx =1ms2 4+ 1ms3
1msx = 108 + 36 * 1mx=144° LQQD.

Ejercicio 2.30.
V%

Los 4/7 de un angulo menos la cuarta parte de su suplemento, dan su

suplemento aumentado en 300 rad. ;Cuanto mide el &ngulo?
Solucion:

a) 1mzs1+ 1ms2 =180° por hipotesis
a) 1mzs1=180°—1m«2
b) ;(1m41) — # = 1mzs2 + 30°

(a) en (b)

720°—4ms2  1ms2

- —1m«2 = 30°
) Z 2 m

2880° — 16ms2 — 7ms2 — 28ms2 = 840°
d) 51mz2 = 2040° 1ms2 = 40°
@) 1mz1=180°—40° = 1mz1 = 180° — 40°
«  1mes1=140° LQQD.
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Capitulo 3
Poligonos

“La geometria tiene dos grandes tesoros:

uno es el teorema de Pitagoras, y el otro el niUmero aureo.
El primero puede compararse a una medida de oro,

y el segundo a una piedra preciosa.”

— Johannes Kepler

Objetivo

Desarrollar en los lectores la capacidad de analizar, pensar y resolver
casos que involucren el conocimiento geométrico aplicado a los
poligonos, reconociendo los tipos de poligonos y aplicando sus teoremas

para la resolucién de ejercicios.

Logros de aprendizaje
El lector estara en capacidad de:

e ldentificar cada uno de los poligonos con sus respectivas
propiedades.
e Demostrar los teoremas relacionados sobre poligonos.

e Realizar ejercicios de aplicacion sobre poligonos.
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3.1 Introduccidn tedrica

Se llama poligono a la parte del plano limitada por una linea poligonal

cerrada (cuando el primer extremo del primer segmento coincide con el

segundo extremo del ultimo segmento) formada por tres 0 mas

segmentos no colineales.

Teoremas

La suma de los angulos internos de un tridngulo es igual a dos
angulos rectos. A este teorema se le conoce como el teorema
béasico de los poligonos o el teorema fundamental del triangulo
designado como (T. F. A).

La suma de los &ngulos interiores de un poligono cualquiera es
igual a dos angulos rectos multiplicado por el numero de
triangulos en que se descompone el poligono.

El valor de un sélo angulo interior de un poligono convexo
regular es igual a la suma de los angulos internos del poligono
dividido para el namero de vértices del mismo.

La suma de los angulos exteriores de todo poligono convexo es
igual a cuatro &ngulos rectos.

El valor de un solo angulo exterior de un poligono convexo
regular es igual a la suma de los angulos externos del poligono
dividido para el nimero de vértices del mismo.

La suma de los angulos centrales de un poligono es igual a cuatro

angulos rectos.
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e EIl valor de un solo angulo central en un poligono convexo
regular es igual a un angulo externo del mismo.

e EIl ndmero de diagonales “d” que pueden trazarse desde un
vértice es igual al nimero de vértices menos tres.

e El numero de diagonales totales “D” que se pueden trazar en un
poligono es igual al producto del nimero de vértices y el nimero
de vértices menos tres, dividido para dos.

e Dos poligonos son iguales si pueden descomponerse en igual
namero de tridngulos respectivamente iguales y dispuestos del

mismo modo.

. l 3.2 Ejercicios resueltos de poligonos

Ejercicio3.1. ,

Hallar el nimero de lados de un poligono, cuyos angulos internos suman

once veces mas que sus angulos externos.

Solucioén:

a) Ssipoligono =11 (Sze poligono) por hipodtesis
24R(n—2) =11 (44R)
180°(n —2) = 11 (360°)
180°n — 360 = 3960°

_3960°+360°

n= 180° = * n=24lados LQQ@D
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Ejercicio3.2.

La suma de los angulos internos y externos de un poligono es 5.

¢Cuantos lados tiene el poligono?

Solucion:

a) Szi poligono + Sze poligono = 5= por hipdtesis
24R(n—2)+44R =900°
180°(n—2) +360°=900
. 900°
180°

= * m=>51lados LQQD.

Ejercicio 3.3. ,,

¢ Cuéntos lados es el poligono que tiene 170 diagonales?

Solucion:
a) D
. n(n-3)
B 2
numero de diagonales totales de un poligono
b) D = 170 diagonales por hipotesis
(b) en (a)
nn-3
) 170 = %

d) (170)(2) =n? — 3n
e) n? —3n — 340=0
resolviendo (e)

* n = 20 lados LQQD.
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Ejercicio 3.4. o

Si el nimero de lados de un poligono se aumenta en tres, el nimero de

diagonales totales aumenta en 15. ;Cudl es el poligono?

Solucién:

a) Dy+15= D, por hipdtesis
Dy + 15 = Numero de diagonales totales del Poligono original
Dy

= Numero de diagonales totales del Poligono aumentado tres lados

ng(ng — 3 ng+3)(ng+3—-3
b) % +15 = (o )(20 ) por hipédtesis
no(ng —3)+30  (ng+3)(ny+3—3)
2 - 2
30 +n%—3n ny +3)(n
i3m0 _ (ot (30 4+ 12 — 31
2 2
:(n§+3n0)

Re s olviendo:

* nyg = 5 lados LQQD.

Ejercicio 3.5. ,

Hallar el namero de diagonales de un poligono cuyos angulos internos

suman 5.

Solucion:

a) Szipolig = b5m por hipotesis
24R(n—-2) = 57 =5(180°) =900°
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180°n—360°= 900°
900°+ 360°

n= g = n = 7 lados
_ n(n-3) )
b) D = — diagonales totales. = D
7(7—-3) _7(4)
B 2 2

* D =14 diagonales LQQD

Ejercicio36.

¢Cuantos lados tiene un poligono que tiene el nimero de diagonales

totales iguales a su nimero de lados?
Solucién:

a) Ntumero de diagonales totales
=  Numero de lados por hipodtesis
n(n — 3)
2
n?—-3n = 2n = n? =5n

* mn=>51lados LQQD.

Ejercicio3.7. ,

Determinar el namero de lados de un poligono que tiene 5 diagonales

totales mas que el poligono que tiene un lado menos.

Solucién:

n(n—3) n-Dn-1-3)
2 ot 2

por hipdétesis
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n*-3n 10 +n*—5n+4
2 2
n?—3n=10+ n®?-5n+4 > 2n
=14
* mn=17lados LQQD.

Ejercicio 3.8. ’

<Cuantos lados tiene un poligono cuyos angulos internos sumados, es
igual a la suma de los angulos internos y externos de otro poligono de
16 lados?

Solucion:

a) Szi Poligono 1
= Szi Poligono 2
+ Sze Poligono 2 por hipédtesis
24R(ny —2) = 24R(n, — 2) + 44R
b) n, =16 lados por hipodtesis

(b) en (a)
c) 180°(n; —2)=180°(16—-2)+360°
180 °n; — 360 = 2520°+ 360° 180 ny
= 3240°
3240°
n, = 180° = * mnq =18 lados LQQD.
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Ejercicio 3.9. p

Los lados de un poligono miden 3, 5, 6, 8 y 10 metros, respectivamente.
El perimetro de un poligono semejante es 40m. Encontrar las longitudes

de los lados del segundo poligono.

Solucioén:
a) POLIGONO 1 POLIGONO 2
Perimetro 1 = 32m = P1 Perimetro 2 = 40m

= P2 por hipétesis
b) Poligono 1
L; =3m L, =5m L; =6m Ly =8m Ly =10m
c Py Ly Ly Ly Ly
P L L

L
= l_s condicion de semejanza
5
Py Ly _ (L)(Pp)  (3m)(40m)
d) 5,1 > L= P = 32m * 14
= 3.75m LQQ@D
P L P.
e) P_: - 1_22 > = lzp—l2 = (5m)(1.25) =% I
= 6.25m LQQD
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Ejercicio 3.10.1/

En un poligono regular, el angulo interno es cuatro veces mayor que su

angulo externo.

Solucion:
a) 1«i Poligono = 4(14e. Poligono) por hipdtesis
2¢R(n—2) 4 (ﬁ)
n n
180°n —360° _ 4(360 °)
n n
180°n = 1440°+360°
1800°
n= 180° = % n = 10lados LQQD.

Ejercicio3.11. ,

Un poligono regular tiene su apotema 5+v/3 y su lado 10 unidades.

Hallar el nimero de diagonales totales del poligono.

Figura 3.1
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Solucién:

a) O0C = 5V3 = apotema por definicién
b) AB = 10 unidades = lado del poligono por hipdtesis
c¢) AOCB rectangulo

AB 10 unidades

CB > >
d) Tag +BOC = — = = = =0.57735
) g OC apotema 53 unidades 5V3

1m«B0OC = 30°
e) 1msAOB = 1mzcentral del poligono = 60 °
4/R

) lzcent. = W por definicién

_ 360°
- 60°
n(n-3)
D =
9) 5
6(6-3)
2
9 diagonales. LQQD.

= n= 6 lados

n

numero de diagonales totales del poligono

D =
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Ejercicio 3.12. ,
El radio de un poligono regular es de 5.54 y su apotema 5.1183 unidades.

Determinar:

a) El valor de su lado.

b) El valor de su angulo central.

c) El valor de su angulo interno.

d) El nimero total de sus diagonales.

Solucion:
Figura 3.2
L
- -
‘ cl
A 28 B
R R
O
a) A OCB rectangulo
b) OC = apotema por definicion
¢) R*= 0C?+CB? teorema de . Pitagoras
L 2
(5) =54 unid)” - (51183 unid.
L
5 = 2.12unid. = x L =4.24unid. LQQD.

d) Pregunta (b)

4,403—RZ+RZ_L2 ley d
CcoS = ZR R ey e cosenos
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(5.54unid.)? + (5.54unid.)? — (4.24)?

LAOB =
cos 240 2(5.54)2

=0.707
* 1 msAOB = dangulo central =45° LQQD.
e) Pregunta (c)

4/R 360°
1zcent. = — = n= = * n
n 45°
= 8 lados
) 24R(n-2) 18098 —2)
1zint. = " = 3

* lcint.= 135° LQQD.
f) Pregunta (d)
nn—-3)  8(8-3)
2 2
x D= 20diagonales LQQD.

D

Ejercicio 3.13. 7

¢ Cuantos lados tiene un poligono regular, si su angulo interno es igual a

su angulo central?

Solucion:

a) 1zint. = 1lscent. por hipétesis
24R(n —2) 4/R
n n
180°n —360°= 360°
720°
180°

n = 4lados LQQD.
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Ejercicio 3.14.

La diferencia del angulo interno y del &ngulo central de un poligono

regular es de 36°. Hallar el nimero de lados del poligono.

Solucion:
a) 1lzint. — 1lzcent. = 36° por hipétesis
24R(n—2) 4/R
b) - = 36°
n n
180°(n —2) — 360°
( ) = 36°
n
180°n—360°—360° = 36
180n—-36°n = 720°
_720°
S 144°
n = 5 lados LQQD.

Ejercicio 3.15. ,

La suma de los angulos internos de un poligono Q es igual a la suma de
los &ngulos internos y externos de un poligono P. Calcular el nimero de
lados de Q si P tiene 16 lados.

Solucion:
Consideramos dos poligonos:

POLIGONO Q POLIGONO P = n,
= 16 lados
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a) Szi poligono Q
= Sti poligono P
+ Sze poligono P por hipdtesis
2¢R(ng—2) = 24R(np—2)+44R
180°ny —360° = 180°%16 —2) +360°

2520° + 360° + 360°
180°

nyg = 18 lados LQQD.

nQ=

Ejercicio 3.16. ,

Si a un poligono regular se le aumenta un lado su angulo interior

aumenta en /15. ¢Cuantos lados tiene el poligono?

Solucion:
24R(n—2)
a) _
n
B 24R(n —2) N T hivotesi
= - 15 por ipotesis
mo_180°_ .,
15 15
180°[(n + 1) — 2] 180°n — 360°
= ——+12°
(n+1) n
180°(n — 1) B 180°n — 360°+ 12°n
(n+1) B n

n(180°n —180°) = (n+1) (192°n
—360°) propiedad de las proporciones
180°n?-180°n = 192°n? 4+ 192°n — 360°n — 360 °
12°n? +12°n—360° =0
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n?+n-30° =0 resolviendo

* n = 5 lados LQQD.

Ejercicio 3.17. ,
El lado de un poligono regular de 12 lados mide 5 unidades. ¢Cuanto

mide?:
a) El angulo central.
b) El radio.
c) Elapotema.

Solucion:

Pregunta .(a)

4/R .

lscentral. = W por definicion
360°

lzcentral = ——
centra 72

3 LQQD.

= x 1<central=

(14cent)
1m«sPOB = — = 15°

Pregunta (b)
AOPB rectangulo

L
o (7) _ 2.5 unid.
sen 15° = R ~ Sen 15°
2.5 unid.
~ 70.2588

* R= 966 unidades LQQD.
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Pregunta (c)

L
to 15° (7) Apot _ 2.5unid.
g ~ Apotema potema = 0.268

=

* Apotema=  9.33 unidades LQQD.

Ejercicio 3.18. ,

Si el numero de lados de dos poligonos regulares difieren en dos, sus

angulos centrales difieren en 15°. ; Cuéntos lados tiene el poligono?
Solucién:

Consideramos dos poligonos:
POLIGONO 1 A POLIGONO 2
a) Numero de lados del poligono 1 ) Numero de lados del poligono 2
b) ny—n, =2
c¢) 1lzcentral poligono 2 ) 1scentral poligono 1
d) 1zcentral poligono 2 — 15°
= 1zcentral poligono 1 por hipdtesis

4/ Rectos 50— 4/ Rectos

n; n
360°— (15°)(n,) _ 360°
n, T n, +2

d) (n,+2)(360°—15°%n,) =360°n,
e) ni+2n,—48=0
Re s olviendo la ecuaciéon anterior
*x Ny, =6 lados LQQD.
b) ny_n,+2
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nl = 6 + 2
n, = 8 lados LQQD.

Ejercicio 3.19. ’

Si el numero de lados de un poligono regular aumenta en 10, cada angulo
del nuevo poligono es 3° mayor que cada angulo del primero. ;Cuantos

lados tiene cada poligono?

Solucion:
Consideramos:
POLIGONO 1 POLIGONO 2
a) Sea ny ) n,
n1 '10 = nz

b) 1czcentral poligono 1) 14central pokigono 2

c¢) 1zcentral pokigono 1—3°

= 1zcentral poligono 2 hipotesis
4/R 4/R
d —=-3° = —
n; ny
360°—3°n, 360°
n,  n,+10

(m, +10)(360°—3°n,) = 360°n,
360°n, — 3°n% + 3600° — 30°n, — 360°n, =0
3°n3 + 30°n, — 3600°=0
Resolviendo
nm+10n, —1200=0
n, =30 lados

e) ng=n,+2 : n, = (30 + 10)lados
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n; =40 lados LQQD.

Ejercicio 3.20. ,

Si la suma de los &ngulos internos de dos poligonos regulares difiere en
m/4 y sus angulos centrales difieren en /24, calcular el nUmero de

lados de cada poligono.

Solucion:

Consideramos:
POLIGONO 1 POLIGONO 2
a) Sea ny ) n,
b) S<i poligono 1 - 5.1 poligono 2= 4n por hipétesis
2LR(My-2)— 24R(,-2) =47
180°n,-360°—180°n, —360° = 720°
(180°n,-180°n, = 720°) + para 180°
n—n, = 4
c) ni=4+n,

d) 1lzcentral poligono 2-1¢ central poligono 1

7T . , .
= por hipdtesis
4/R 4/R 360° 360°
— = 7.5° = -
n; nq n; nq
= 75°

360 °n1 - 360”2 = 75 °n1n2
n-m,  7.5° 1

nn,  360° 48
1

e) m-n, = Zgnlnz
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(c) en (e)

1
(4+n2)_n2:_ (4+n2)112

48
n+4n,-192 =0 resolviendo
) *  Poligono 2 = 12 lados LQQD.
(f) en (c)
n, = 4+n, : m = 4+12

Poligono 1 = 16 lados LQQD.

Ejercicio 3.21.1/

Se tienen dos poligonos regulares P y Q, el poligono P tiene 8 lados
menos que el poligono Q y, cada angulo interno que tiene el poligono Q
vale /15 mas que cada angulo interno del poligono P. Encontrar el

numero de lados de cada poligono.
Solucion:

POLIGONO P A POLIGONO Q por hipétesis

a) Sea: Elntumerodelados delpoligono P ) El ntuimero de lados
del poligono Q
b) np-8 = mng por hipdtesis
c) 1zinterno (poligonoP) ) 1zinterno (poligonoQ)

d) 1zinterno (poligonoP) — 12°

= 1zinterno (poligonoQ) por hipotesis
24RMp~2) . _ 24R(ng —2)
Np B TlQ
180°np —360°—12np  180°(np—8-—2)
np B np—8
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(np—8)(168°np, —360° = np (180 °np, — 1800°)
168°nf + 2880°— 1344 °np — 360np = 180 nj — 1800 n,
12°n%4 —96°np — 2880°= 0

n2 —8np—240= 0 resolviendo:  np
= 6 lados
e) PoligonoP = 6 lados LQQD.
(e) en (b)
) ng =np—8 = ng = (20—8 )lados

= ng =12 lados

Poligono Q = 121lados LQQD.

Ejercicio 322.
El &ngulo interno y el angulo central de dos poligonos regulares difieren

en 126° y sus angulos internos en 18°. Calcular el nimero de lados de

cada poligono.

Solucion:
Consideramos:
POLIGONO 2 1 A POLIGONO 2
a) lczinterno (poligono 1) - 14interno (poligono 2)
= 126° hipotesis
224R(n,-2 4/R
() _ = 126°
nq n;
180°nn, —360°n, — 360 °n
1M 2 L_ {76°
nin;
180°nn, — 126 ‘nyn, — 360 °n,
= 360 °n2 . n1(31]2 - 20) = 201]2
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20n,

O mo= 0
d) Scinternos (poligono 1) - S¢zinternos (poligono 2)
= 18° hipétesis
24R(ny-2) B 2£R(n, — 2) _ g
ny ny
180°nyn, — 360 °n, — 180 °nyn, + 360 °ny _ 1g°
nin;
1 20m —20°n, = mnyn,
_ 20n,
o m =
(c)=(e)
2on, - _ 20m : 60n,-10n,
3n,-20 20-n,
= 400n, —20n3
= ni—10n,= 0
* Poligono2 = 10 Jlados LQQD.
20(10) i
e) ng = 50— 10 = * Poligono 1

= 20 Jados LQQD.

Ejercicio 323,
En un poligono regular el perimetro es de 12cm, el radio 2cm y apotema

v3cm Calcular el perimetro y el radio de otro poligono regular de igual

namero de lados si su apotema es 3 cm.

Solucién:

a) Poligonol = Poligono?2 por hipdtesis
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b) Perimetrol = 12cm Ry =2cm apotema 1
=+3cm por hipodtesis
apotema2=3cm
Perimetro 1

Perimetro 2

apotemal o .
- W por condicion de semejanza
(apotema 2)(Perimetro 1)  (3cm)(12cm)

apotema 1 V3cem

d) Perimetro, =

*  Perimetro poligono 2= 20.78 cm LQQD.

Perimetro 1
Perimetro 2

Radio 1 o )
= 2adio 2 por condicion de semejanza
) Radio 2
(Radio 1)(Perimetro 2) (2cm)(20.78cm)
- Perimetro; - (12cm)
* Radio poligono 2 = 3.46 cm LQQD.
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Ejercicio 3.24. , ,

Si desde un punto cualquiera (interior) de la base de un triangulo
isdsceles se trazan dos rectas paralelas a los lados. Demostrar que la

suma de estas paralelas es una constante.

Solucioén:
Figura 3.4
B
\\
f .{ \‘\
7\
A = c

a) AABC isosceles por hipdtesis
AB = BC = K = constante
1m4BCA = 1m£CAB = 1mz1 por teorema de A isésceles
1ms£ABC = 1m«2
b) NP Il AB por hipdtesis
1msBCA = 1msCAB = 1m£MPA
= 1mz1 por angulos correspondientes
c¢) MP II BC por hipétesis
1ms4BCA = 1m£MPA = 1m£BAC
= 1mz1 por dngulos correspondientes
d) AABC =~ AMPA =~ ANPC por definicion
e) MP =BN =AM
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f) BM =NP=NC
g) MP + NP = suma de segmentos paralelos

h) AB=AM+BM =K > AB=MP+NP=K (h)
i) BC=BN+NC=K = BC=MP+NP=K (i)
(h) = (@)

j) AB =BC = MP + NP = K = constante LQQ@D.

Ejercicio 3.25.1/

El poligono regular P tiene dos lados méas que el poligono regular Q y la
diferencia entre sus angulos centrales es de 6°. Calcular el nimero de

lados de cada poligono.
Solucion:

a) Poligono P A Poligono Q
donde: El numero de lados del poligono P ) El numero de lados
del poligono Q
b) mnp+2=mny por hipétesis
c) np—ng=2
d) 1zcentral (poligono Q) — 14central (poligono P)

= 6° por hipdtesis

4, Rectos 44 Rectos —6

TlQ np
(3609 (ne) — (3609 (ng) _ .,
(np)(ng)
(c)=(e)
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2= (ng)(np)
60
120 = (np + 2)(np)
(mp)? +2(np) —120=0
f) * mnp=10 lados LQQD.
by ng=np+2 = * mng =12 Lados LQQ@D.
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CAPITULO 4

Triangulos
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Capitulo 4

Triangulos
“La geometria de Descartes €5 un método para dar
ecuaciones algebraicas a las curvas.”
— Voltaire
Objetivo

Definir, interpretar y aplicar los principios de semejanza y congruencia
en los tridngulos, con un enfoque descriptivo, con el empleo de las
proposiciones y de las relaciones métricas, que permitan al lector

resolver aplicaciones que involucren a todo tipo de triangulos.

Logros de aprendizaje

El lector estara en capacidad de:

e Reconocer los tipos de triangulos y explicar cada uno de ellos.
e Aplicar los teoremas relacionados a los triangulos, describiendo
las rectas, segmentos y puntos notables que se presentan en los

triangulos.
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e Realizar ejercicios de aplicacion sobre triangulos aplicando los
postulados de semejanza y congruencia.

e Utilizar las relaciones métricas de los triangulos rectangulos, los
teoremas de Ceva, Menelao, Stewart, para desarrollar
aplicaciones de triangulos.

e |dentificar las propiedades de las bisectrices, baricentro,

ortocentro.

4.1 Introduccion teérica

Triangulo es la porcion de plano limitado por tres segmentos rectilineos

que tiene dos a dos un extremo comdan.

Teoremas principales de triangulos

e Lasuma de los tres angulos internos del triangulo es igual a dos
angulos rectos.

e Un angulo exterior de un triangulo es igual a la suma de los
angulos interiores no adyacentes a é€l.

e La suma de los angulos exteriores de un triangulo es igual a
cuatro angulos rectos.

e En todo triangulo isosceles, a lados iguales se oponen angulos
iguales o viceversa.

e Entodo triangulo, a mayor lado se opone mayor angulo.

e Entodo tridngulo, un lado es menor que la suma de los otros dos,

pero mayor que su diferencia.
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Rectas - segmentos y puntos notables de un triangulo

Mediana

Es el segmento trazado desde un vértice hacia el punto medio del lado
opuesto. El punto de interseccion de las tres medianas se llama
BARICENTRO, CENTRO DE GRAVEDAD o CENTROIDE. y se
representa por (G). La mediana respecto a la hipotenusa de un triangulo

rectdngulo es igual a la mitad de la hipotenusa.

Altura

Es la perpendicular trazada desde un vértice, hacia el lado opuesto o0 a
su prolongacién. EI punto donde concurren las tres alturas se llama
ORTOCENTRO se representa por " O”.

Bisectriz interior de un angulo

Es la recta que divide a un angulo interno del triangulo en dos angulos
parciales, iguales consecuentemente en un tridngulo existiran tres
bisectrices internas, el punto donde concurren las tres bisectrices

interiores se llama INCENTRO vy se representa por " 1",
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Bisectriz exterior de un &ngulo

Es la recta que corresponde a la bisectriz de un angulo exterior, hay tres
bisectrices una para cada angulo exterior. El punto de interseccion de las
bisectrices exteriores determina el EX-CENTRO o0 EX - INCENTRO,
se representa con " E ". El ex - centro es el centro de la circunferencia

ex - inscrita al triangulo.

Mediatriz

Es la perpendicular trazada en el punto medio de cada lado. El punto de
interseccion de las tres mediatrices se llama CIRCUNCENTRO vy se
representa por " C “, el cual equidista de los tres vértices del mismo, y

constituye el centro de la circunferencia circunscrita al triangulo.

Ceviana

Es el segmento rectilineo que une un vértice con cualquier punto del

lado opuesto.

Caracteristicas de las rectas - segmentos y puntos notables en los

triangulos equilateros - isosceles - escalenos.

e En los triangulos equilateros las rectas, segmentos notables,
trazadas desde uno de los vértices, se confunden en una sola y

pueden ser consideradas como, mediana, altura, bisectriz interna,
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mediatriz, o ceviana. En lo que respecta a los puntos notables,
asi mismo, un solo punto representa el baricentro, ortocentro,
incentro, circuncentro.

e Enlos triangulos isosceles las rectas o segmentos trazadas desde
el veértice comprendido entre los dos lados iguales tienen la
misma caracteristica que el caso anterior, no asi con los puntos
notables que se encuentran ubicados en distinta posicion.

e En los triangulos escalenos las rectas, segmentos y puntos
notables se encuentran ubicados en el interior y exterior del

triangulo.

Propiedades de las rectas notables

e EIl angulo formado por dos bisectrices internas de un triangulo
es igual a un angulo recto mas la mitad de la medida del angulo
no considerado por las bisectrices.

e El angulo formado por dos bisectrices externas de un triangulo
es igual a un angulo recto disminuido en la mitad del angulo
interno en el tercer veértice no considerado por las bisectrices.

e El angulo formado por dos bisectrices, una interna y otra externa
de dos veértices diferentes de un triangulo, es igual a la mitad de
la medida del &ngulo interno correspondiente al tercer vértice no
considerado por las bisectrices sefialadas.

e El &ngulo formado por la bisectriz interna y la altura del mismo
vértice de un triangulo es igual a la semidiferencia de las

medidas de los angulos internos en los otros vértices.
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e EIl angulo formado por la altura y la mediana relativas a la
hipotenusa de un triangulo rectangulo es igual a la diferencia de

los angulos agudos.

Semejanza de tridngulos

Se dice que dos triangulos son semejantes cuando tienen sus angulos

respectivamente iguales y sus lados homdlogos proporcionales.

Postulados de semejanza de tridngulos

Primer postulado. - Si dos triangulos tienen dos éangulos
respectivamente iguales, son semejantes. A esta proposicion se le
conoce como criterio de semejanza, ANGULO-ANGULO; Para que
estos tridngulos sean semejantes es necesario que tengan también
iguales los terceros angulos, y que los lados homologos sean

proporcionales.

Segundo postulado. - Si dos triangulos tienen dos lados proporcionales
e igual el &ngulo comprendido entre estos dos lados, los tridangulos son

semejantes.

Tercer postulado. - Si dos triangulos tienen los tres lados

proporcionales son semejantes.
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Congruencia

Se denominan figuras congruentes a las que tienen la misma formay el

mismo tamafo, se puede decir que una es la copia exacta de la otra.

Tridngulos congruentes

Son los que tienen la misma forma e igual tamarfio. Si dos tridngulos son

congruentes, sus lados y sus angulos correspondientes son iguales. Para

representar la congruencia entre tridngulos se emplea el simbolo “ = ",

Postulados de congruencia de triangulos

Si un tridngulo tiene dos lados y el angulo comprendido iguales
a los correspondientes elementos de otro, entonces los dos
triangulos son congruentes en una correspondencia, LADO -
ANGULO - LADO (L. A. L).

Si un triangulo tiene un lado y sus dos angulos contiguos iguales,
a los correspondientes elementos de otros entonces los dos
triangulos son congruentes, en una correspondencia ANGULO -
LADO - ANGULO (A. L. A).

Si los tres lados de wun tridngulo son iguales a los
correspondientes lados de otro, entonces los dos triangulos son
congruentes, en una correspondencia. LADO - LADO - LADO
(L.L.L).
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Teorema de Pitagoras generalizado respecto a un angulo agudo, en
un triangulo cualquiera. En todo tridngulo el cuadrado del lado
opuesto a un angulo agudo es igual a la suma de los cuadrados de los
otros dos lados menos el duplo de uno de ellos por la proyeccion del otro

sobre él.

Teorema de Pitagoras generalizado respecto a un angulo obtuso, en
un triangulo cualquiera. - En todo triangulo el cuadrado del lado
opuesto a un angulo obtuso es igual a la suma de los cuadrados de los
otros dos lados mas el duplo de uno de ellos por la proyeccion del otro

sobre él.

Propiedad de la bisectriz interna. - En todo triangulo, la bisectriz de
un angulo interno divide al lado opuesto en dos segmentos directamente

proporcionales a los lados del triangulo que forman dicho angulo.

Propiedad de la bisectriz externa. - En todo triangulo la bisectriz de
un angulo exterior divide al lado opuesto en dos segmentos directamente

proporcionales a los lados que forman dicho angulo.

Teorema de Stewart. - El cuadrado de la longitud del segmento que
une al vértice de un triangulo con un punto interior cualquiera del lado
opuesto, multiplicado por dicho lado es igual a la suma de los productos
de las longitudes de los segmentos determinados multiplicado por el
cuadrado de la longitud de los lados consecutivos, menos el producto de

dichos segmentos por el lado en el que estan contenidos.
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Teorema de Menelao. - Si una transversal corta a los lados de un
triangulo, determina seis segmentos, cumpliéndose que el producto de

tres segmentos no consecutivos es igual al producto de los otros tres.

Teorema de Ceva. - Si en un triangulo se trazan rectas que unen los
vertices con un mismo punto (tres ceviana); estas determinan en los
lados del triangulo seis segmentos cumpliéndose que el producto de tres

segmentos no consecutivos es igual al producto de los otros tres.

"1.2 Ejercicios resueltos de tridngulos

Ejercicio4.1. ,

Dado el tridangulo de la figura 4.1, hallar la medida del ACN, sabiendo
que el &ngulo £BAC = 48° el angulo LBMN = 43°, el segmento MN
es mediatriz del segmento BC y que la recta PQ es paralela al segmento
AC.

Figura 4.1
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H) 1m«BAC = 48°
1ms£BMN = 43°
MN = Mediatriz BC
PQ Il AC

T) 1mzACN =?

Solucioén:

a) 1msBAC = 1msABP = 48° Por angulos alternos internos
ABOM Rectdangulo
b) 1m<OBM = 1mz1 =90° — 1m«3 = 1mz1 = 47°
1m4PBM = Angulo llano = 180°
¢) 1msPBA+ 1m£ABC + 1m«CBM = 180°
48° + 1ms2 + 1ms1 = 180°
48° + 1ms2 + 47° = 180°
= 1mzs2 = 85°
AONB Rectangulo
d) 1m£ONB = 1m«3 = 90° — 1m«2 por diferencia de dngulos
1ms3 =90° —85° : 1ms3 =5°
e) PQII AC por hipétesis
f) 1msACB = 1msCBM = 1ms4 = 1mz1
= 47° por alternos internos
ANCO
g) CO =0B Por hipétesis
ANOB
1m2AOC = 1msNOB = 90°
ON = ON por lado comun
ANCO = ANOB por, lado — angulo — lado

140



1msNCO = 1m«NBO = 1mzs2 = 85°
ANCA
1msNCO — 1m2ACO = 1m£ACN

1ms2 —1ms4 = 1m2ACN

850 — 479 = 1mzACN = x  1mzACN
=38° LQQD.
Ejercicio4.2.

Dado el triangulo de la figura 4.2, hallar la medida del 2X, sabiendo que

el &ngulo ABC = 100°, el segmento AL=LP y el segmento PM=MC.

Figura 4.2

B

O

i i

<D,
3 3 XX 4 f)
A L ? M C

Figura 4.2

H) 1mzABC = 100°
AL =LP
PM = MC

T) 1mzsx =?
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Solucion:

a) A ATP
AL =LP por hipodtesis
TL = altura
ATPL isésceles
AT =TP
b) 1msTPA = 1ms4TAP = 1m«3
ImzATL = 1msLTP = 1mz1
APCN Isésceles
PM = MC por hipétesis
MN = altura
ImsNPM = 1msNCP = 1mz4
1msPNM = Im£MNC = 1ms2
1msLPM =180° Angulo llano
¢) 1ms3 + 1msx + 1ms4 = 180°
AABC
d) 1ms3+ 100° + 1mz4 = 180° Por suma de dngulos
(c) =(d)
1ms3 + 1msx + 1ms4 = 1ms3 + 1ms4 + 100°

x  1mzszx=100° LQQD.
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Ejercicio43. ,

Para el tridngulo de la figura 4.3, hallar la medida del 2X, sabiendo que

el &ngulo £ABC = 122~

Figura 4.3

1
A D>/ C

H) 1mzABC = 122°

T) 1msx=?

Solucioén:

AABC
a) 1ms4+122°+ 1ms3
= 24 Rectos teorema bdsico o fundamental del tridgngulo
1mzs4 + 1ms3 = 58°
b) 1mzABC = 1ms4 + 1msx + 1ms3 = 122°
(a) en (b)
58° + 1mzx = 122° + 1mzx =64 LQQD.
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Ejercicio 4.4.

V 94

Con relacion al triangulo de la figura 4.4 Hallar la medida del 2X

sabiendo que el &ngulo ZABC = 100°, el segmento AL=LP y PM=MC.

Figura 4.4

22°

H) BD =DE

T) 1msx =?

Solucioén:

a) BE = Bisectriz LABC por hipotesis
b) BD = DE Por Hipot
ABEF
¢) DF = Altura (lado comun)
d) 1msDFE = 1m«DFB = 1m«2
e) DF = Bisect £BFE
f) 1ms«DBF = 1m4DEF = 1m«3
g)- 1ms3 =1ms1+ 1msx
ABDF
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h.) 1mz1+ 1msx + 1ms2 = 90° por T.F A

AABF
22% + 2ms1 + 1msx + 2ms2 = 180° por T.F.A

i.) 2mzs1+42ms2+ 1mex = 158°

@) —(b)
d) 1mz1+ 1mzs2 = 68°
(d) en (h)
1mz1 + Imsx + 1mz2 = 90° : 68° + 1mzx
=90° = *  1msx
=22% LQQD.

Ejercicio 4.5. ’
Considerando los lados de los tridngulos APQ y ABC de la figura 5.5

encontrar la bisectriz del &ngulo BAC.

Figura 4.5
B =
A S
C Q
H) AB=AC
AP =4Q

T) AS =Bisectriz £BAC
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Solucion:
a) AP =AQ por hipdtesis
b) AP —AB = AQ — AC

BP =CQ
c) BCIIPQ
AAPC A AAQB
AP = AQ (L)
1msPAC = 1mzBAQ  (4)
AC = AB (L)

AAPC = AAQB por (lado, dngulo,lado)
d) 1mzAPC = 1msAQB = 1m«3
A APQ Isésceles

AP =AQ
e) 1mzAPQ = 1mzsAQP 1msAPC + 1m«CPQ
= 1ms£BQA + 1m4BQP
) 1mzsCPQ = 1msBQP 1ms2 = 1mz1
A BSC

1ms£SBC = 1m«SCB = A BSC Isosceles >

=SC
AABS N AACS
BS = SC (L)
AB = AC (5
AS = AS (L) por lado comun
A ABS = AACS por: (lado,lado,lado)

= 1msBAS = 1m4SAC

x AS Es Bisectriz del LBAC LQQD.
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Ejercicio 4.6. ’

-z . —2 @ — — .
Dado el triangulo de la figura 4.6, demostrar OB = 0A - OE, sabiendo
que el angulo AC 11 DBy CB II DE.

Figura 4.6

H) AC Il DB
CB 1l DE

T) OB =04-0E
Solucion:

a) AC lIDB por hipétesis
b) CB Il DE por hipétesis
c) 1mzOCA = 1msODB = 1m«3 por angulos correspondientes
d) 1m<ACB = 1m«CBD

=1mz1 por angulos alternos internos
e) 1mszOCB = 1ms4ODE = (1ms3 + 1ms1) por suma de dngulos
AOCB AN AODE
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)

')

h)

0C =04 (L)

1m£0CB = 1m£ODE (A)

CB = DE (L) > AO0CB
~ AODE (lado, 6ngulo,lado)

OB 0C CB

0E OD DE

AOCANAODB

proporcion entre lados hom élogos

1ms0CA = 1m<£0ODB por anguloas correspondientes

1msCOA = 1m+£DOB por angulo comun

1msCOA = 1msDBO por dangulos correspondientes

AOCA = AODB (dangulo, angulo, angulo)

0C 04 ,

_ = oTr proporciones

oD OB poT prop

(f) =)
OB 0C O0A _ OB 0A
— Considerando: _— = ==
OE 0D OB OE OB

+ OB =0A+OF LQQD.

148



Ejercicio4.7. ,

Para el tridngulo de la figura 4.7, demostrar la congruencia entre los
triangulos ABD y AEC

Figura 4.7

T) AABD=AAEC

Solucion:

a) BD = Bisectriz £ABC por hipétesis
b) AE = Bisectriz £BAC
¢) EC =Bisectriz +BCF
A AEC
d) 1ms3=1mz1
+ 1m«s5 por teorema de angulo exterior al A
e) 2msl+2mz2

= 2m«s3 por teorema de dngulo exterior al A
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f) 1Ims1l+1ms2 = 1ms3

@ = )
1mzs1 + 1ms5 = 1mzs1 + 1mz2 > 1ms5 = 1mz2
AABD

g) 1ms1+1ms2+ 1mzs4
= 24 Rectos por suma de dngulos internos del A
AAEC
h) 1mzs1+ 1ms5+ 1ms6
= 24 Rectos por suma de angulos internos del A
(9) =)
1ms1 + 1ms2 + 1mz4 = 1ms1 + 1ms5 + 1ms6
1ms4 = 1ms6
AABD N A AEC
1ms1 = 1mz1 por identidad.
1ms4 = 1ms6
1ms2 = 1ms5
Como losangulos internos del AABD son iguales a los dngulos

internos del AAEC, entonces, los dos triangulos son semejantes.

* AABD = A AEC LQQD. angulos internos del A
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Ejercicio 4.8. .

Dado el triangulo de la figura 4.8, demostrar MN = MA + NB, si

MN II AB
Figura 4.8
C
M/\M |
A B
H) MN II AB

T) MN = MA+ NB
Solucion:

a) MN Il AB por hipdtesis

b) E, BD rectas transversales

¢) AD = Bisectriz interna <MAB

d) BD = Bisectriz interna £ABN
1msDAB = 1m£MDA

=1mz1 por angulos alternos int ernos

1m«DBA = 1m«NDB

= 1mz2 por angulos alternos internos
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e) A MDA |Isésceles
f) AM =MD por teorema de A isésceles
A DNB Isosceles

h) BN =ND por teorema de A isésceles

i) MN =MD + DN por suma de segmentos
() y () en (1)
x MN=MA+NB LQQD.

Ejercicio4.9.

Con relacion a la figura 4.9, demostrar T) ED = DF, sabiendo que

ED 11 BC,DF Il ABy BD es bisectriz del 2ABC

Figura 4.9
A
E i D
1
1.
1
B F C

H) ED II BC DF Il AB

BD Bisectriz del 2£ABC
Ty ED =DF
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Solucion:
a) ED Il BC por hipdtesis
b) DF II AB por hipodtesis
1msDBF = 1m«BDE
=1mz1 por angulos alternos int ernos
¢) 1m<EBD = 1m«BDF
=1mz1 por angulos alternos int ernos
ABED isésceles
d) BE =ED = ABED N ABDF
1msEBD = 1m«BDF = 1m«1 (4)

BD = BD (L) por lado comun
1m<EDB = 1m«DBF (4) =: ABED
=~ ABDF (A.L.A) = x ED=DF LQQD.

Ejercicio 4.10. ,

Dada la figura 4.10, demuestre AN = NB, si MN es paralelo al

segmento AC

Figura 4.10
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H) MN II AC
T) AN =NB

Solucién:

a) NM Il AC por hipodtesis
b) 1m«MAC = 1ms£AMN
= 1mz1 por dngulos alternos int ernos
c) AANM Isésceles
d) AN =NM por teorema de A isésceles ¢ *
AAMB Rectangulo
e) 1mzs1+1ms2 =12Recto
=90° por angulos complementarios
1ms£AMD = Angulo llano = 1mz41+ 1ms3 + 14 Recto
= 24 Rectos = 180°
f) 1mzl1+4+1ms3 =12Recto
=90° por angulos complementarios
(e) =)
Ims1+1ms2 = 1ms1 + 1ms3 = 1ms2 = 1mzs3
ANMB Isésceles
g9) NB=NM
(d) = (9)
x AN =NB LQQD.
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Ejercicio 411,
Con los datos que se indican en la figura 4.11, demostrar P A Q

dividen arménicamente AD

Figura 4.11

T) PAQ Dividen arménicamente AD

Solucién:
AP _AQ o o .
a) —=— por definicion de divisién arménica
PD DQ

b) BP Il QC  por hipétesis grafica
¢) BP 1L AQ  por hipétesis grdfica
d) QC 1LAQ por hipdtesis grafica

APBD A ADQC
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Ip)

g)

h)

b))

1msBPD = 1m«DQC = 12 Recto
=90° por hipédtesis grafica

1m«PDB = 1m4QCD por opuestos por el vertice

1m«PBD = 1m«DCQ por angulos alternos int ernos
APBD = ADQC rectdngulos
BP PD DB 5 ,
— proporciones entre lados hom élogos
QC DQ DC
AABP A AAQC rectangulos

1msBAP = 1m4QAC = 1mz1
1ms£APB = 1m£AQC =90°
1msABP = 1m£QCA

AABP = AAQC

i _5P_1F
Ac~ o @
(M) =0

BP PD DB _AB AP AQ
o Do DC AC A0 DQ

40

— LQQD.
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Ejercicio 4.12.1/“_

Con relacién a la figura 4.12, demuestre CD - Al = AC - DB

Figura 4.12

T) CD-Al=AC-DB

Solucion:

a) Al bisectriz £BAC por construccion auxiliar
b) 1m £SBC = 1Ang. Llano = 22 Rectos = 180°
c) 2ms2+ 1mzABI + 1m«zIBC = 180°

2mzs2 + 1m £ABI + 1m «£IBC
= > =90

2mzs2 + 1mz4 + 1mz3 — 90°
> =
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1mzABI = 1mz4 : 1mzBAI
=1mz6 : 1mzIBC
=1m«3 : ImzIAC = 1mz5

e) 1Imzs2+ 1ms4 =12Recto =90°

(d) = (e)
2mzs2 + 1mz4 + 1mz3
> =1mzs2 + 1mz4
2mzs2 + 1mz4 + 1mz3
=2ms2 + 2mzs4 = 1mzs3 = 1mz4

BP bisectriz <ABC por hipotesis

EC bisectriz 2ACB por hipotesis
| = incentro por definicion
1m5 = 1mé6 por propiedad del incentro

1mzBAC  1ms6 + 1ms5
2 2
=  por propiedad de las bisectrices

f) 1m«BDC =

2ms6 _ 2ms5

1m«BDC = > > = 1m«5 1m«£BDC
= 1m<£AEI opuestos por el vértice
AABC =~ AAEI
| DE_EB_DB
¥ X B A
AABC
BC _BE o
h) === teorema de la bisectriz interna
AC AE
ABEC

158



DB Dbisectriz externa del £SBE

BE DE
) === teorema de la bisectriz externa
BC DC
(h) =@
. AE DE DE DC
]) _ = = ; _ = == (k)
AC DC AE AC
(8 =&
DB DC —
— == * DCeAl=AC+DB LQQD
Al AC

Ejercicio 4.13.1//

Considere la figura 4.13, determine AB =?, sabiendo que AD =

7 unidades, BP = 10 unidades , w = 4 unidades, y% = é .

Figura 4.13
D S C
R Q
A B P

H) AD = 7 unidades
BP = 10 unidades
BQ = 4 unidades
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CR_2
RA 5
T) AB=?
Solucion:
ASCQ A APBQ rectangulos
a) 1m £CQS =1m £2PQB  opuestos por el vértice
b) 1mz SCQ = 1m £PBQ =14 Recto = 90° por hipétesis grafica
c) 1mz CSQ =1m «QPB
ASCQ=APBQ por (a),(b), (c)
SC_CQ_sQ g ,
d ===—==— Proporcion entre lados homologos
BP BQ PQ
sC L 5o lounid
10 unid. 4 unid. = Zama, @
—_ 5__ _ 5 — .
e) SC= E(AD -BQ) = 2 (7 —4) = SC = 7.5 unid.
A SCR A A PAR
f) 1m £SRC = 1m« ARP opuestos por el vértice
g) 1mz SCR = 1m £RAP angulos alternos inte rnos
h) 1mz CSR = 1m 2«RPA
A SCR = A PAR por (f),(g), (h)
. SC_SR_CR g ,
) =m===— proporcion de lados homélogos
PA PR AR
CR 2 Hiotest
— == or hipétesis
AR 5 p p
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wn
(@]

— 7.5 unid(5) —
= PA = — => PA

o
>
vl N

= 18.75 unidades
j) PA=AB+BP por suma de segmentos

AB = (18.75 — 10) unidades > + AB
= 8.75unidades LQQD.

Ejercicio 4.14. ,

Con los datos que se presentan en la figura 4.14. Demostrar C y G

dividen armoénicamente a AE. Si 4ABC escaleno, DF II AB yDE Il EF

Figura 4.14

H) AABC escaleno
DF II AB
DE 1l EF

T) C y G dividen arménicamente a AE
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Solucién:

A ABG
a) DF U AB por hipodtesis
b) 1mzszARC = 1m«BDE por dngulos int ernos alternos

¢) 1msBAC = 1msAED " " " "
d) 1mzACB = 1msECD
A ABC = A CED por (b),(c),(d)

AB BC AC o .

) —m=—=— proporcionalidad entre lados homélogos
DE €D CE

f) DE Il EF por hipdtesis

A ABG AN AEFG

g) 1msBAG = 1m<sFEG por opuestos por el vértice

h) 1m<AGB = 1msFGE por angulo comin
i) 1msABG = 1m<sAFG por angulos correspondientes
A ABG = A EFG por (h), (i), (j)
AB BG
J) 7 7o
AG
= C:E proporcion de lados hom élogos
_ AC
e = ) = .
= i LQQD.
EG
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Ejercicio 4.15. ’

Dada la figura 4.15. Demostrar PB- = PA » PE

Figura 4.15
‘B,,/"' : /
A r /
AR ¥
~ l'/' /,/
¢
[ / |
P 5 D
__2 -
T) PB =PAe«PE
Solucion:
a) AC Il BD por hipdtesis grafica
b) BC Il ED
APAC AN APED
c¢) 1m «PBC = 1msPED por dngulos correspondientes

d) 1m«BPC = 1m<EPD por angulo comiun
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)

h)

),

k)

1m<PCB
1m«PDE  por angulos correspondientes

APBC = APED por (c),(d), (e)

PB BC PC
— proporcion entre lados hom élogos
PE ED PD

APAC N APBD

1msAPC = 1m«£BPD por dngulo comun
1m4PAC = 1msPBD por angulos correspondientes
1m«PCA = 1m«£PDB por angulos correspondientes

APAC =~ APBD por (h), (@), ()

PA AC PC lados hombl
_— = = or tados nomoltogos
PB BD paA P g
) = () PE_P4 PB’
= _— = = = *
PE P
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Ejercicio 4.16. ,

Considere la figura 4.16, determine HD, sabiendo que AB = BC, AC =
30 unidades y HB = 20 unidades.

Figura 4.16
B
//’
£ 1S
/ Y
% K
/ Y
4 hb "\
A \
V™ 3
/ e \
/ S
i e | %
A H C
H) AB=BC

AC = 30 unidades
HB = 20 unidades

T) HD =?
Solucion:
AABC
a) AB = BC por hipotesis
b) AH = HC por hipotesis
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AABH rectangulo

9) AB =AH +BH por Pitagoras = AB
AC\®
= (—) + (hb)?
2
AB = (225 + 400) unidades = 625 unidades -~ AB

= 25 unidades
AABH A AADH rectangulos
d) 1mzABH
= 1m«DHA por angulos de lados perpendiculares
e) 1mzAHB = 1mzADH por angulos rectos
f) 1mzZBAH = 1m«DAH por angulo comun

AABH~ AADH  por (d),(e) y (f)

AH .
== por lados homologos
AD

zl &l
=l =

— AHeBH (15)(20)
===~

==
I

Z|| =
U

+ DH = 12 unidades LQQD.
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Ejercicio 4.17. ’

Dada la figura 4.17 determine AB, conociendo que la distancia del
2
ortocentro al baricentro en un triangulo rectangulo mide 3 m. Calcular

el valor de la hipotenusa.

Figura 4.17

H) H = ortocentro G = baricentro

_G_zs
3

T) AB =?

Solucidn:

a) ¢ = Punto Medio AB (hipotenusa del AABC)
b) AC =CB

= HC propiedad de la mediana en los triangulos rectangulos
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_— 2
¢) HG=3zHC

&) HC=>HG > qr=3,2
2 2 3
HC = 12.5 unidades
AB=2H2C
AB = (2)(12.5 unidades) = x AB

= 25 unidades LQQD

Ejercicio4.18. ,

Considerando los datos de la figura 4.18 encuentre la medida del

angulo X
Figura 4.18
H
111
L/
3 ) -
A H
H) BH = HD T) 1ms«DEC =?

1msACD = 1m<sECD
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Solucién:

a) BH = HD por hipdtesis

b) AH = altura del ABAD AABD es isésceles

¢) AB =AD

d) 1msABH = 1m£HDA = 1m«3 por teorema de A isésceles
e) 1m«BAH = 1m<HAD

= 1m«z1 propiedad de los seg. notables en los tridngulos
f) 1msECA =2mz2 por hipdtesis
g) AABC .~ 2mszl1+1msz4 =14 Recto
=90° por el teorema bdsico del A (TBA4)

h) AADC . 1m«3
= 1mz2
+ 1mz4 por el teorema de dngulo exterior a un A
i) AADH .~ 1ms1+1ms3 =14 Recto=90° (TBA)

(h) en (i)

J) 1ms2 4 1msz4 4+ 1ms1 =90°
1ms2 + 1ms4 + 1mz1
=2ms1+ 1mz4 = 1ms2 = 1mz1
k) ADEC ~ 1ms2+4 1ms3+ 1msDEC
=24 Rectos (TBA) o6 (TFA4)
) 1mzs3=90°-1mz1

(D) en (k)
1ms2 +90°— 1mzs1+ 1msDEC = 180°
= * 1msDEC =90° LQQD.
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Ejercicio 4.19.1//

BPeAQ*DR<CS

Dada la figura 4.19 demuestre ——=—— = 1, conociendo que ABCD
APeQDeRC*SB

es un cuadrilatero y PQ es secante.

Figura 4.19
A D
7 A NS T E- ._/_" C
o 4 \.h\\\\ \\ 5= /"'-'-
pd N, K
B/ X
4 7~ i e \\R
v e
S TR

o8 ~C
P

H) ABCD cuadrilatero
PQ secante
BP+AQ DR (S

Ty —— — = =1
AP « QD « RC » SB

Solucidn:

AABC
a) BP recta auxiliar por construccion

b) AX eSC eBP = XC ¢ BS » AP por teorema de Menelao

AX _BS«AP
) XCTSCeBP
A ADC

d) DQ recta auxiliar por construcciéon
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e) AX-e CR+DQ = XC «DR » AQ por teorema de Menelao

n AX DR<AQ
XC CReDQ
© =
BS+4P DRe«AQ DR+4Q +CS+BP
SC+BP CReQD = " SB.4AP-RC+QD
=1  LQQD.

Ejercicio 4.20.
Para la figura 4.20, demuestre 1msx = 1m«FHD, sabiendo que H es

ortocentro del AABC.

Figura 4.20

H) H = ortocentro del AABC
T) 1msx = 1msFHD
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Solucion:

a) FC L1 BH por definiciéon de altura del triangulo
b) BD 1 HC por definicién de altura del triangulo
En el cuadrildatero ALEK
¢) 1msLAK + 14R + 1msx + 14R
=4/R suma de dngulos internos
d) 1msLAK = 1msFAD = 1mz1 opuestos por el vértice
En el cuadrilatero AFHD
e) 1msFAD + 14R + 1m4FHD + 14R
=4/R suma de dngulos internos
() = (e)
1msLAK + 14R + 1msx + 14R
= 1msFAD + 14R + 1m£FHD + 14R
* 1msx=1msFHD LQQD

Ejercicio 421,

El tridngulo escaleno ABC, de la figura 4.21 si el angulo mide ABC

mide 110 y “O” es el circuncentro. ;Cuanto mide el angulo AOC?

Figura 4.21

O
A<
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Solucién:

a) OA=0B=0C por propiedad del circuncentro

b) 1ms3+2msl1+2msa = 24R T.F.ACOB Isésceles

c) 1ms4a+2ms2+2msza =24R T.F.ABOA |Isosceles
d) 1ms3 4+ 1ms4+2msa = 24R T.F.AAOC
e) 1msz1+1ms2+110°= 2£R AABC escaleno

) Imz1+1mz2=70°
(b) + (c)
g) 1ms3+1msd+2msl +2ms2 + 4msa = 44R
(f) en (9)
1ms3 + 1ms4 + 140 + 4msza = 360°
h) 1ms3 + 1ms4 + 4dmsa = 220°
(h) en (d)
dmsza — 2msza = 220°—180° = 2msa
=40° )
Jj) 1ms3 4 1ms4 = 1mAOC
(i) en (h)
1ms3 + 1mz4 + 2(40°) = 220° = * 1mzsA0C

=140°  LQQD.
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Ejercicio4.22.

Dada la figura 4.22, demuestre AQ = CP, conociendo que los triangulos

ABP y BCQ son equilateros.

Figura 4.22
B
3
7
A C
Q
P
H) AABP A ABCQ equilateros
T) AQ =CP
Solucion:
ABQC equilatero por hipotesis
a) 1mzsQBC =1m.£3+ 1ms7
= 60° suma de angulos con sec u tivos
AABQ equilatero por hipotesis
b) 1msABP = 1m«s5+ 1mz7
= 60° suma de angulos con sec u tivos
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() = (b)

1ms.3+ 1ms7 = 1ms5+ 1mz7
1ms3 = 1ms5

AABQ A ABPC

AB = PB (L)
1msABQ =  1mzPBC  (A)
0B = (B (L)

AABQ = ABPC  (L,A,L)
« AQ=PC  LQQD.

Ejercicio 4.23. /)

Utilice los datos que se indican en la figura 4.23 para demostrar
IP? = (AC)(AD)

Figura 5.23
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H) I = Incentro del AABC
Bl = DI
BP = AD

T) 1P? = (AC)(AD)

Solucién:

AABC
a) 1ms.ABC =2ms1 = 14£R por Incentro
b) BI = DI por hipdtesis
Al = bisectriz del LBAC por construccién
Cl = bisectriz del LACB por construccion
ABDI  isésceles
¢) 1ms.ADI = 14R + 1mz1 por T. angulo exterior
d) 1ms.PBI = 14R + 1mz1 por T. dangulo exterior
(©) =(d)
e) 1ms.ADI = 1msPBI
AADI = APBI (LA L)

1mzsABC
f) 1ms.AIC = 14R +T
=90°+ 1mz1 por propiedad de las bisctrices internas
AD DI Al
AADI = AAIC I Ac
g) Al=1IP
h) ab _1IP * IP? = (AC)(AD) LQQD.
IP  AC
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Ejercicio 4.24. /)

Dada la figura 4.24 demostrar AABF = AAEC, sabiendo que AB = AE

Figura 4.24

H) AB=AE
T) AABF = AAEC

Solucion:

a) AB = AE por hipdtesis

AAEQ , AAFD , AABD ,AAQN rectangulos
b) 1ms1+1ms2 =14R T.F.AEAQ
¢) 1ms1+ 1msABD = 14R T.F.AABD

d) 1mzs1+ 1msANQ = 14R T.F.AAQN
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i)

g)

h)

),

k)

(€)= (d)

1mzs1+ 1msABD = 1mz1 + 1m£ANQ =
= 1msANQ = 1m«s2
AEAN
ImsAEN + 1m£ANQ = 1m«R
() = (f)
1mzAEN + 1m£ANQ = 1ms1 + 1m£ANQ
= ImzAEN = 1mz1
2ms1 + 1mz4 = 14R T.F.AAQC
2ms1 + 1msAFD = 14R T.F.AAFD
(h) = ()
2msl + 1ms4 = 2ms1 + 1m2AAFD =
= 1mzAFD
Imzs1 + 1mzs4 + 1m2£ABF = 2£4R T.F.AABF
1ms1ABF = 2mz1 + 1mz2
AEAC A AABF
EA = AB (L)
1msEAB = 1msABF 4
AB = FB L) =

= AABF  LQQD.

1m<ABD

1mz4

* AEAC
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Ejercicio 4.25.1/
En un tridngulo obtuséngulo ABC, el &ngulo CAB mide 45 °y se trazan

las alturas AP y CQ cortandose en el ortocentro H. Demostrar que los

triangulos AQH y CQB son congruentes. En la figura 4.25

Figura 4.25
C
/1
2 i p J-';Z ._] i
1 B Q
'y
P 2
H™
Solucion:

a) 1mzC0Q = 1msABP = 1m«2 opuestos por el vértice

ACBQ rectangulo
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b) 1mzs1+ 1ms2 =14R T.F.A
AACP rectangulo
c¢) 1msPAB + 1ms2 = 1£R T.F.A
(b) = (o)
1ms1+ 1ms2 = 1m£PAB + 1mz2 = 1mz1
= 1m«PAB
AAQH rectangulo

d) 1mz1+ 1mzAHQ = 1m«R > 1mzAHQ = 1mz2
AAQH A ABQC
AH = CB (L)
1msAHQ = 1m+QCB (4)
HQ = BQ (L) =

«+ AAQH = ABQC (L,AL) LQQD.

Ejercicio 4.26. ,

En la figura 4.26 considere los datos que se presentan y calcule la
medida de EF.

Figura 4.26

T) EF =?
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Solucién:

f)

9)

h)

AABC rectdangulo por hipodtesis
a) DE = bisectriz del LADF por hipoétesis
b) 1m«DAE = 1m<sFEC
= 1m«0 por dngulos correspondientes
¢) 1m<ADE = 1ms«DEF
= 1mz1 por dangulos alternos internos

AABD rectangulo

d) Sen 6= 4D _z_ 0.5 1m<s6 = 30°
AB 4
= 1mzsza = 60°
AABC
Sen 60° = 4D AC = _2 = AC
AC Sen 600
=23u
AADE
1msf = 180° — 1ms0 — 1ms1 = 180° — 30° — 45°
= 1msp = 105°
Sen 45° _ Sen 105° - A = 147 w
AE 2
EC=AC—-AE=23u—-147u = EC=0.83u
AEFC rectangulo
Sen 60° = EF EF
EC
= (Sen 60°)(0.83 ) = x EF

=072u  LQQD.
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Ejercicio 4.27.1//

Considere la figura 4.27 para determinar la medida de GE, conociendo
AE = EC

Figura 4.27

H) AE =EC
T) GE =?

Solucion:

ABHC rectangulo por hipdtesis
a) HE =mediana
b) HE =EB =EC propiedad de la mediana de un A
AHEC A AHBE son isosceles
AABC rectdangulo por hipodtesis
¢) BE =mediana

d) AE =EC =BE propiedad de la mediana de un A
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AABE A ABEC son isoOsceles

e) 1mz1+1ms3=14R  T.F.A ABC
f) 1mzl1+1ms2=14R  T.F. A BHC
1ms3 = 1ms2
ABEC = AHEC (ALA)
g) 1ms1+1ms5=80°  T.z exterior al AHGE
h) 1ms2+ 1mzs4=100°  T.F.AHGB
1ms5 =2mz1 T. 2 exterior al AHEC
1mz1 + 1mzs5 = 80° T. s exterior al AHGE
i) 80°=3mz1 = 1m1 = 26.66°
1ms3 = 1ms2 = 63.34°
1ms5 = 53.32°
1mzs4 = 36.68°
AHGE
1m7 = 180° — 26.66° — 53.32° = 1me7
=100..20°
. Sen 25 Sen 21
D e T GE GE
Sen 26.66%)(10u
- ( Sen 53.;(2 : = * GE

=5.59u  LQQD.
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Ejercicio 4.28. ’

Dada la figura 4.28, determinar la medida de AD.

Figura 4.28
B
60°
T) AD =?
Solucién:
a) AABC rectangulo por hipodtesis
b) 1mz«3 = 30°
¢) 1mzsl =45°
d) 2ms1+ 1ms3 = 1msBCK
= 2/R suma de angulos consec utivos
1809 — 30° 0
e) 1mzs2= — = 1ms2 =75
ACAD
f) 1Imsl+1ms2 = 1ms4d = 24R T.F. A
1mzs4 = 180° — 456° — 75° = 1mz4 = 60°
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Sen £2  Sen 24 . D= (Sen 75%)(8.6u)
AD —  AC ~ Sen 60°
x AD=9.59u  LQQD.

h)

Ejercicio 4.29. ,
Demostrar que (AB)(MD) = (BC)(AM), considere los datos de la figura 4.29

Figura 4.29
A
.
ol \\\
// \
/ N\
# N
Fa N e
A K (32~ \>\
/ ,-1""'3;/
7 ,_.-/"/ N { 2\
A L b =
<z N ma e
21 | P
B C
H) AC = AD
T) (AB)(MD) = (BC)(AM)
Solucion:
a) AC=AD por hipotesis
AACD isdsceles por hipotesis
b) 1msACD = 1m«CDA = 1m«2 T. A. isosceles

ABAM rectangulo por hipotesis grafica
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d)

D)
9)

h)

Imzs1+1ms3 = 14R

T.F. A

ABCK rectangulo por hipdtesis grdfica

1mz1 + 1msBKC = 14R
(€)= (d)

1mzs1+ 1ms3 = 1msz1 + 1msBKC = 1ms3 =1m

1 BKC
1msBCK = 1msAKM

=1m«s3
AAKM isosceles

angulos opuestos por el vértice

AK = AM T. A isosceles

AK = AM = MD

M = punto medio de AD
AC = AK + KC

AC — AK = KC =
AAMB = ABKC

AB _AM BM

BC KC BK

MD = KC
AB _AM
BC MD

«+ (AB)(MD) = (AM)(BC)  LQQD.
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Ejercicio 4.30.1//
Con los datos que se presentan en la figura 4.30, calcular las medidas de los

segmentos RQ, PQ y PR,

Figura 4.30

H) AD =2u BD
= 6u
AE =3u EC =2u
CF =3u BF =5u
T) RQ =?
PQ =?
PR =?
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Solucién:

AABC
&) Cos 1= AB? + AC? — BC?
(2)(AB)(AC)
= (Bu)” + () — (Bu)” ley del coseno
(2)(8w)(5)
1mzs1 =71.8°

b) AB =BC por hipodtesis

AABC isasceles
c) 1msBCA =1mzs1=171.8"° por T. A. isdsceles
d) 1mzABC = 1ms2 =36.7°

AADC

DC = \/AD% + AC% — (2)(AD)(AC) cos 21 ley del coseno

e) DC=(2u)? + (5u)? — (2)(2u)(5u) cos 71.8° = DC
=4.77u
AAFC
AF = \J[FC? + AC? — (2)(FC)(AC) cos «1 ley del coseno

f) AF =,/(3u)? + (5u)? — (2)(3u)(5u) cos 71.8°
> AF = 496u
AABE

BE = \/AE? + AB? — (2)(AE)(AB) cos +1

g9) BE =./(3u)? + (8u)? — (2)(3u)(8u) cos 71.8°
= BE = 7.62u
Utilizando el teorema de Menelao en el AAFC

BE = transversal
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h) (EC)(AP)(BF) = (AE)(PF)(BC) = (2u)(AP)(5uw)
= (3u)(PF)(8u)
(10u)(4.96 — PF) = (24u)PF = PF = 1.46u
Utilizando el teorema de Menelao en el AABF

CD = transversal

i) (BD)(AQ)(FC) = (DA)(QF)(BC) = (w(AQ)(Bw)
= (2u)(QF)(8u)
(18w)(4.96u — QF) = (16u)(QF) =  (QF =2.63u
j) PQ = QF — PF = 2.63u — 1.46u = x PQ
=1.17 u LQQD.

Utilizando el teorema de Menelao en el AABE

CD = transversal

k) (BD)(RE)(AC) = (DA)(BR)(EC) >  (6w)(RE)(5u)
= (2u)(BR)(2u)
(30w)(BE — BR) = (4u)(BR) =  30u)(7.62— BR)
= (4u)(BR) =  BR=6.72u

Utilizando el teorema de Menelao en el ABEC

AF = transversal

1) (BP)(AE)(FC) = (AC)(PE)(AC) =  (BP)(3w)(3uw)
= (5u)(PE)(5u) =  (9u)(BP) = 25(PE)
(9u)(BP) = (25u)(BE — BP) = (9u)(BP)
= (25u)(7.62 — BP) =  BP =5.6u)
m) PR =BR— BP = 6.72u — 5.6u = «+ PR
=1.12u LQQD

Utilizando el teorema de Menelao en el AABE

DC = transversal
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(AB)(DR)(EC) = (BD)(AE)(RC) =  (8u)(DR)(2w)

= (6u)(3w)(RC) >  (16w)(DR)
= (18w)(RC)

(16w)(DC — RC) = (18u)(RC) =  (16w)(4.77u—RC)
= (18w)(RC) >  RC=224u

Por el teorema de Menelao en el AADC

AF = transversal

(AB)(DQ)(FC) = (DA)(QC)(BF) = (BuD)(Buw)
= 2w (QO)(5w) = (24O
= (10u)(QC)

(24u)(DC — QC) = (10w)(QC)
> (24w)(4.77u — QC) = (10u)(QC)
>  QC=336u

QR = QC — RC = 3.36u — 2.24u = «+ QR
=1.12u
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CAPITULO 5

Circulo y circunferencia
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Capitulo 5
Circulo y circunferencia

Las ciencias matematicas exhiben
particularmente orden, simetria y limites;
y esas son las mas grandes formas de belleza.

- Aristoteles.

Objetivo

Definir, interpretar y analizar la relacion de las lineas con la
circunferencia, establecer las caracteristicas de los angulos que se
ubican en la circunferencia, permitir que el lector sea capaz de

diferenciar y aplicar las propiedades del circulo con la circunferencia.

Logros de aprendizaje
El lector estara en capacidad de:

e Diferenciar entre circulo y circunferencia.

e Definir los elementos de la circunferencia.

o Identificar los tipos de angulos en la circunferencia.

e Demostrar las proposiciones que relacionen a la circunferencia.

e Realizar ejercicios de aplicacién sobre circunferencias.
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5.1 Introduccién teérica

Propiedades de las tangentes a una circunferencia

Toda tangente a una circunferencia es perpendicular al radio en

su punto de contacto.

e Primera propiedad. - Las tangentes trazadas desde un punto
exterior a una circunferencia son iguales.

e Segunda propiedad. - Las tangentes interiores comunes a dos
circunferencias son iguales.

e Tercera propiedad. - Las tangentes exteriores comunes a dos

circunferencias son iguales.

Angulo inscrito. - Es el angulo que tiene su vértice sobre la
circunferenciay sus lados son dos cuerdas, su medida es igual a la mitad

del arco comprendido entre sus lados.

Angulo semi-inscrito. - Es el angulo que tiene su Vvértice sobre la
circunferencia y sus lados son una cuerda y una tangente; su medida es
igual a la mitad del angulo central correspondiente al arco comprendido

entre sus lados.

Angulo ex-inscrito. - Es el angulo que tiene su vértice sobre la
circunferencia y sus lados son una cuerda y una secante; su medida es
igual a la semi - suma de los arcos comprendidos entre los lados del

angulo y entre los lados del angulo opuesto por el vértice.
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Angulo central. - Es el angulo que tiene como vértice el centro de la
circunferencia y como lados dos radios de la misma, su medida es igual

directamente al arco comprendido entre sus lados.

Angulo interior. - Es el angulo que tiene su vértice dentro de la
circunferenciay sus lados son dos cuerdas que cortan, su medida es igual
a la semi - suma de las medidas de los arcos comprendidos por sus lados

y por sus prolongaciones.

Angulo exterior. - Es el angulo que tiene su vértice fuera de la
circunferencia y sus lados pueden ser:

e Formados por dos tangentes.

e Formados por dos secantes.

e Formados por una secante y una tangente.

Su medida es igual a la semi - diferencia de los arcos comprendidos entre
sus lados, es decir es igual a la semi - diferencia entre el arco mayor vy el

arco menor.

Arco capaz de un angulo. - Es el lugar geomeétrico de todos los puntos
que al unirlos con otros dos puntos fijos forman angulos inscritos

iguales.
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Teoremas y corolarios del circulo

En un mismo circulo o en circulos iguales, angulos centrales
iguales interceptan arcos iguales, y el mayor de dos angulos
centrales desiguales intercepta mayor arco.

En un mismo circulo o en circulos iguales, arcos iguales son sub
- tendidos por cuerdas iguales y el mayor de dos arcos desiguales
es sub - tendido por la mayor cuerda.

La perpendicular trazada por el centro de un circulo a una cuerda
biseca la cuerda y los arcos sub - tendidos.

Toda tangente a un circulo es perpendicular al radio que pasa por
el punto de tangencia.

En todo circulo, dos paralelas interceptan arcos iguales:

a.- Cuando las rectas paralelas son secantes.

b.- Una de las dos paralelas es secante y la otra tangente.

c.- Las dos rectas son tangentes.

La linea de los centros de dos circunferencias que se cortan es la

perpendicular bisectriz de la cuerda comun.

Relaciones métricas en la circunferencia

Relaciones entre las cuerdas. - Si dos cuerdas de una
circunferencia se cortan, el producto de los dos segmentos en una
cuerda es igual al producto de dos segmentos determinados en la

otra.
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Relaciones entre secantes. - Si por un punto exterior de una
circunferencia se trazan dos secantes, el producto de una secante
por su segmento exterior, es igual al producto de la otra secante

por su segmento exterior.

Relacion métrica entre la tangente y la secante trazada desde

un punto exterior a una circunferencia.

- Si por un punto exterior de una circunferencia se trazan una
tangente y una secante es medida proporcional entre la

secante y su segmento exterior.

- El producto de los lados de un tridngulo es igual al producto
de la altura correspondiente al tercer lado por el didmetro de

la circunferencia circunscrita al triangulo.
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- ' 5.2 Ejercicios resueltos de circulo y circunferencia

R

e

Ejercicio 5.1. /)

Hallar la medida del angulo zx y <y . Sabiendo que las rectas

BC,CD,AD , AB son tangentes a la circunferencia de radio R, la medida del

£BCS =100°y «BEC = 70°

Figura 5.1

H) BC,CD,AD,AB, Tangs@(0,R)
1m«BCS = 100°
1msBEC = 70°

T) 1mzsx =7

1lmzsy =?
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Solucién:

a) PQy QS cuerdas por construccion
b) 1m<sEBC + 1m4BEC + 1m£ECB = 24 Rectos
=180° T.F. AABEC
1m<EBC = 180° — 1m«BEC + 1m£ECB
1m<EBC = 180° — 70° — (180° — 1m«BCS)
¢) 1m<EBC = 30°
d) 1mzABC =180° — 1m£EBC  por dngulo llano
= 1msABC = 150°

ABPQ Isosceles : BP = PQ = 1mzABC
= 1m«PBQ
180° — 1mzABC 180°—150°
f) 1msBPQ = > = 3 = 1mBPQ
=15°
3 o . arcoPQ
g) 1msBPQ = dngulo semi — inscrito = > = arco PQ
=300
h) 1mzSMT = 90°
n n
PQ + ST . ) ) 0
i — por angulo interior : 180
n n n
—PQ =ST = ST =150°
AQCS Isosceles : QC
=CS : 1m2QCS = 180° — 2m2CQS
180° — 1mz QCS  180° — 100°
1msCQS = > = > = 40°
. 1m+CQS = 40° = 1m+CSQ
n
QS N
1m4CQS = - = QS =80
N n n

N
i) PQ+QS+ST+TP
=360° por suma de ar cos en el circulo
n
TP =100°

n
n

n n
SQ+PQ+TP |—-ST
_ (80° +30° + 100°) — 150°

2 2
x* 1msx =30° LQQD.

AAED

Jj) 1msx =
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Imzsy

h) 1m 2AED + 1mzsy + 1m £x = 180°
=180°—-100°

1msy =80° LQQD.

Ejercicio5.2. ,
Dada la figura 5.2. Determinar la medida del &ngulo 2x . Conociendo

0 (04,Ry) Tang. 6 (0,,R,) y la recta AC es tangente a la circunferencia

(02,R;)
Figura 5.2
/// B
ra \ P
/ O
y \\ = ///‘ -~
f:" ")\B_,/:'/ /(1 \ \
| 5 \ \ \,
( :,/igd/ S __1/? /?f\\'z, B _E 3 "l
| ///"/ O ﬁ\ 0O: /
\ i .‘"‘ b /
\_— /
A \\ ’/f \\\\ — /
\ /
\ 2
e _t

H) 0 (04,R)) Tang. 6 (05, R;)
H
AC Tang. 0 (04, R;)

T) 1m«BDC = 45°
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Solucién:

a) 0;D = R; por construccion
b) 0,D =R, por construccién
c) 0,C=R, = R, L AC
A40,0,C Rectdangulo
d) A_)C Tang ©(0,,R;) por hipdtesis
AC
1 CO, por propiedad de las tangentes a una circunferencia
0,0,
=R, + R, por propiedad de las circunferencias tangentes
AO{BD Isésceles
0.B=0.D =R, 1m+«0,BD = 1m+0,DB
=1mzs2 = 1msBDC = 1m«sx
e) 1msl+4 1msx
= 1m«s3
+ 1mz2 por teorema de dngulo exterior
) 1ms2 + 1mex
= 1mzs1+ 1mz4 por teorema de angulo exterior al ACDO,
(e + ()
Imsl + 1ms2 + 2msx = Imsl + 1ms2 + 1ms3 + 1ms4
g) 2msx =1ms3+ 1ms4
A0,C0, rectangulo
h) 1mzs3+4+1ms4=90°
(h) en (g9)
2msx =90°
1msBDC = 1msx =45° LQQD.
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Ejercicio5.3.

Con relacion a la figura 5.3. Hallar la medida del &ngulo 21 . Sabiendo

«—>
que larecta PQ es tangente a la circunferencia de R1 y R2 y los segmentos

PM = MQ

Figura 5.3

L rd
H) PQ Tang 6(01,R1) y 0(02,R;)

PM = MQ
T) 1mz1=?
Solucion:

a) PM=MQ por hipodtesis
PO, =R, por construccion.

Q0, = R, por construccion.
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b) 0,0, = R,+ R4 por construccion.
ﬁ,QT cuerdas auxiliares por const.
¢) MB = TANG. 6 (01,R;) A @ (0,,R,) por construccién
d) A PO;M y AMQO, — rectangulos por teorema.}
1ms0,PM =90°
e) 1msMPB = 1mz2
f) 1mz0,PB =90°—1mz2

A O,PB Isésceles = PO, =0,B =R,
g) 1msz PBO; =90°—1ms2
1msMQO0, =90° = 1msMQB = 1m«3
A BQO, = isésceles = 1m+4£BQO0O, = 1m«2QBO,

h) 1msQB0O, =90°— 1m«3
1ms PQB = 1mzs x
i) 1mszx=180°—(90°—1ms2+90°— 1m«3)
1msx = 1ms£QBM + 1m«MBP suma de dangulos consecutivos
j) PM =MB=MQ por propiedad de las tangentes
A BMQ y APMB son isésceles
1msQBM = 1m«3
k) 1msMBP = 1m«2

D) 1msx =180°— (1ms3 + 1ms2) TFA PQB
(k) en (D)

Iy msx =180°— 1msx

1mx =90°
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Ejercicio 5.4. ’/

Dada la figura 5.4. Demostrar BM = MC. Conociendo que
DM tangente @ (O,R) en "D".

Figura 5.4

H) DM tangente @ (O,R) en "D"
T) BM = MC

Solucién:

a) MD tang. © (OR) por hipétesis.

b) BM = MD por propiedad de las tangentes
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n n
. . . AB BD
c) 1mszADM = dngulo semi — inscrito = > + -

n n
AB BD
d) 1msACB = angulo exterior = — — —

2 2
(b) + (o)
n n n n
AB BD AB BD
—+— |+|—=———|=1msADM + 1m2£ACB
2 2 2 2
n
= AB . AB
= 2dangulos rectos = 180°
e) 1mzADM + 1msACB = 180°
f) 1mzADC = angulo llano = 180 °= 1m£ADM + 1m+£MDC
(e)=(f)
1ms ADM + 1m2£ACB = 1m £ADM + 1m« MDC
1msACB = 1msMDC
= A MDC es isésceles
g) DM =WC
(b) = (@)
BM = DM = MC
BM = MC LQQD.
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Ejercicio 5.5. ,

Considere la figura 5.5. Determinar la medida del segmento BC .

Sabiendo que BC es tangente 6(0,R), AB = 4m |y A0 = 2.5m.

Figura 5.5

H) BC tangente O(0,R)

AB =4m

A0 = 2.5m
T) BC =?
Solucion:

BD = cuerda por construccion

n
. _ ) AD 180°
a) 1ms ABD = Angulo inscrito = - =3
> 1ms ABD = 90°

BE = Altura de los tridngulos ABD AABC
b)  AD =2A0 = 20D = 2R =5m
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—2
) BC

= (AC)(DC) por relacién métrica de la secante con la tangente

A ABD rectangulo

—2 —2 ——2
d) BD =AD —AB ©por Pitagoras

_2 @ —2 —2
BD =AD —AB =[(5)% - (4)?*Im2 =+9m?
= BD = 3m
) AD _ 4B iedad de los tridngul tangul
e —_— = ropileda e los triangulos rectangutos
=I5 prop g g
—2
— AB  16m? —
AD 3m
f) ED =AD —AE = (5—-3.2)m > ED = 1.8m
) AE _BE iedad de los A rectdngul
_— = == or propleaa e los rectangulo
9 ET5 por prop g
—2 - [ P
BE = (AE).(ED) = (3.2m)(1.8m) = BE = 2.4m
h) OE = 0D —ED = (2.5m — 1.8m) = OE = 0.7m
_ OE BE —  BE?Z (2.4m)? _
l) == = EC=—= = EC
BE EC OE 0.7m
=8.2m
A EBC rectangulo
—2 —2 —2 —2
BC =BE +EC : BC = (2.4m)? + (8.2m)?

= 73m?

BC =8.54m LQQD.
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Ejercicio 5.6. /)

Dada la figura 5.6. Determinar la medida del angulo 21y 22 . Sabiendo

1ms2 — 1mz«1 = 20°y la medida del &ngulo 2BTC = 100°

Figura 5.6
B
o T E
/// ’_/ \“\_\
py \ -
// /; \ N C
o & 5,
/ Y =L
/\ 8 j \ /,/f 9 o
/ g \=K/ N\ Re
| G N\
[ y \‘\\ ~ l y 3 \
[ f O - "/-'\‘(iﬁ]’h S O: ;;‘ }
H\ / o AN % *3':'3‘Vij
\ ,.r’/ T - ,x'f ‘\\h /,")
.\\;_2;/" — /l{f T——
A T\
\\"\ /'//
\\x - e ‘,_/" F
H) 1ms2—-1mz1 = 20°
1m«£BTC = 100°
T) 1mz1 =?
1mzs2 =?
Solucién:
_) = 2
a) ETF tag ©(0;R) A (05:1) por construccion
n

BT
b) 1mzs1= > por angulo inscrito
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d)

)

9)

h)

),

k)

b)

n

1m2 = —
me=4

por dngulo inscrito

1ms2 — 1ms1 =20°

(b) y (c) en (d)

por hipdtesis

n n
CT BT _ 20°
2 2
n n
CT — BT =40°
Imsza AN 1msp por construccion
n
cT . o
Imsza = - por dngulo semi — inscrito
n
BT ) o ,
1mspf = - por angulo semi — inscrito
n n
CT BT
Imsza + 1msf =—+—
2 2
n n
CT + BT
1m«BTC = —

n n
2(100°) = CT + BT = 200°

(e) = (k)

n
2CT = 240°

1ms1 = —
m 2

120°
1ms2 = 5

=

n
CT =120° A
* 1mzs1=40°

* 1mzs2 =60°

n
BT = 80°
LQQ@D.

LQQD.
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Ejercicio 5.7. /)

Dada la figura 5.7. Determinar la medida del angulo 21 y 22 .

Conociendo la medida del angulo 2 BLD = 128°

Figura 5.7

H) 1mzBLD = 128°
T) 1mz1=?

1ms2 =7

Solucion:

n n
BLD — CF

a) 1m«BAD = 2

por dangulo exterior
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n
_ 128°—CF n

36° > = CF =56°
n n
CFD + BE
b) 1msDKA =90°= — por angulo interior
n n
c) CFD+BE =180°
n n n n
d) EC=360°— (BLD + CFD + BE) por suma de arcos
n n
EC =360°—(128°+180°) = EC =52°
n
EC i ) )
e) 1lmzsl= - por dangulo inscrito : 1mz1
52°
= = *  1mzs1=26° LQQD.

Toda perpendicular a una cuerda divide al arco y a la cuerda en

partes iguales

n n
f) BE=EC=52°

n n n n n
g) CFD =180°+BE = CF + FD : FD
n
=180°— (52°+ 569 = FD =72°

h) 1mzs3 = Frb por dngulo central
A0DG

i) 1mzs0GC = 1m«2

=1mzs1+ 1mzs3 por teorema de angulo exterior al triangulo
1ms2=72°+26"°
1ms2 =98° LQQD.
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Ejercicio5.8. ,
Dada la figura 5.8. Determinar la medida del angulo 21 y 22 .

Conociendo la medida del angulo 2CBA = 40°, AB tang. ®(0.R) vy el

segmento ED es paralelo al segmento BC.

Figura 5.8

H) ED | BC
AB tang. ®(0.R)
1mzCBA = 40°

T) 1mz1=?

Imz2 =7?
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Solucién:

a) ED || BC por hipdtesis
n n
b) EB=CD
en una circunferencia los ar cos comprendidos entre dos rectas

paralelas son iguales.

¢) 1msCBA =40°

BC i ,
=5 por angulo semi
n
— inscrito : BC =80°

n n

n
d) EB+BC+CD

n
=180° por suma de ar cos : 2CD +80°
n n
=180° = BC=CD=50°
e) 1ms«EFD =90° por angulo inscrito en una semi
— circunferencia

f) 1msz4 = 1lms£EOF = 1m«COD por opuestos por el vértice

n n
g) 1mz4 =CD =EF =50° por angulo central
n

CD 50°

h) 1mz1= - =7 = *  1mz1=25° LQQD.
n n n

. EF+EB—-BC 50°+50°—80°

i) 1mz2= > = >

1mz2 = 10° LQQD.
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Ejercicio 5.9. /)

Dada la figura 5.9. Determinar (AC)(AG) = (AD)(AM).

Figura 5.9

T) (AC)(AG) = (AD)(AM)

Solucion:

a) AABD rectangulo por hipédtesis

b) BM = cuerda por construccién

c) 1mzAMB =90° angulo inscrito en una semi
— circunferencia

AABD =~ AABM rectangulos
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ib 4B
AB  AM
e) AABC rectangulo por hipodtesis

d) - AB° = AD.AM (d+)

f) BG = cuerda por construccién
g) 1mzAGB =90° angulo inscrito en una semi
— circunferencia

AABC = AAGB rectangulos

AC AB 2
AB AG
(d*) = (h*)

AD.AM = AC.AG LQQD

Ejercicio 5.10. ,

Demostrar que (PB)(.PC) = (PA)(.PD)

Figura5.10

T) (PB)(.PC) = (PA)(.PD)
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Solucién:

a)
b)

c)
d)

e)

f)

9)

h)

i)

0(01,Ry) N 0(04,R,) tangentes interiores por hipdtesis
"P" punto de tangencia por hipdtesis

BD A AC cuerdas auxiliares por construccion

>
XY tangente por construccion

n
AP
1lmsza = - por angulo semi — inscrito ©(04,R,)
n
BP ) L
lmsza = - por dangulo semi — inscrito ©(0,, R;,)
(e) =)
n N n
ap _BP AP BnP
_ — = =
2 2
n
BP i , )
1mz4 = - por dangulo inscrito ©(0,R;)
n
AP . . .
1ms2 = > por dngulo inscrito ©(04,R;)
AACP = ABDP AP _LP
~ = - =
BP DP

AP.DP = CP.BP LQQD.
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Ejercicio 511,
Determinar las medidas de los segmentos TH y TB, sabiendo que el

segmento PT es tangente a la circunferencia @ (0, R).

Figura5.11

=
an
-

H) PT tang. 6(0,R)
T) TH =?
TB =?

Solucion:

a) OT L PT por teorema
b) AOTP rectangulo

n

c) 1mz1=TB por dngulo central
n
TB n
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AOTH = AOTP

2
e) OP =O0T?+TP? por Pitagoras en el AOTP

OP = \/(10u)? + (15u)?
OP = 18.03u
f) OP=0B+BP=R+BP=10u+BP = 18.03u

BP = 8.03u
AOTP = ATHP
oT OP
9 TH=7Tp

_OT.TP _ (10u)(15u)
0T ~ (18.03u)

« TH=83u LQQD.

TH

AOTP
h) Sen 24 = ﬂ = 10—u
OP (10u + 8.03uw)
1mz4 = 33.68°
ATBP

{) TB?=TP? + PB? — 2(TP)(PB) cos 2 4
TB? = (15u)? + (8.03u)? — (2)(10u)(8.03u) cos 3 3.68°
TB = 9.43u LQQD.
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Ejercicio 5.12.

Dada la figura 5.12. Determinar la medida de R;. Conociendo R; = 2R,
YR =10 u.

Figura 5.12

f/ ?
,-’</
p,
,f’:// \\
(&;"
H) R;=2R,
R=10u
Solucién:
Enla ©(0,R)
a) 2R =2R;+ 2R, = R=R;+R,
b) 2R =3R R 2R _ (20u)
= = = —=
) 1 1 3 3
R, = 6.666u
) 2R = 6R R 2R (10uw)
= = = — =
c 2 2 6 3
R, = 3.333u

d) (R, +R3)?>=h?>+ (3R, —x)? por Pitagoras en el A0,03P
e)  (6.666w)? + (2)(6.666)(Rs) + (R3)? = h? + 100 — 20x + x?
f) (R3+Ry)*>=h?+x? por Pitagoras en el AO30,P
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g) R%+(2)(3.333)(R3) + (3.333u) = x2 + h?
h) (R—R3)>=h?+(R—R,—x)>  por Pitdgoras en el A0;QP
) (100u — (2)(10u)(R3) + R% = h? + (6.666)% — (2)(6.666)(x) + x?2

(e)—(9)
) 20x + 6,666R; = 66.666

(e)—(h)
k) 33.333uR; + 6.666x = 111u

_ 111u —33,333R,

x= 6,666 (k=)

(@) — ()
) 13.333u+ 13.333R; + 44,444 =0

(k *) en (j)

111u — 33,333R;

m) QO)( 6,666
R; =2,853 u LQQD.

) + 6,666R3; = 66.666

Ejercicio 5. 13.

Dada la figura 5. 13 Demostrar que ACDB es equilatero.

Figura5.13
e ¢
A %\ \\\\
/ _,/ 7 \\ %
7 £ A X\ \
P .-"lllr zf .’"’I \\ \\\ ‘.\\
&od \ \
/ / f LR \
| |' £ N \
| O: k~/ 1O: |
{ |\ / /| |
I'-. l". \\ f,-’ | I,u
\ By \ g o /
\ TR 2 F /
% ,."r \\ \ / ;/ /_/
N, / 5 ] J /
9 / X X, 2 /
L% l,r" ™~ ‘\ ,/ / s
% / Rl %
< / e MIE e
e T R
C

T) ACDB equilatero
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Solucién:

a)
b)

c)
d)

)

g)

h)

b))

k)

D

0(01,R) N 0(0,,R) son iguales por hipdtesis
A0,:0,B: B0, cuerdas auxiliares por construcciéon
A0, =0,D=D0,=0,A=R

AA0,0, : A0,DO, son equildteros por construccion

@(02' R)

n n
AKD AKD _240°

1msAO0,D = 1m£ABD =

2 2 2
=120° por angulo inscrito
n
AO,D =120°
Q(OI'R)
n
AO,D 120°
1msACD = > =3 = 1msACD =60° (g *)
ACDB

1msABD = 1m«£BCD

+ 1m«BDC por teorema de dangulo exterior al A
1msABD — 1m«BCD = 1m«BDC
1ms«BDC = 120°—-60° = 1m«BDC = 60° (ix)
1msCBD + 1m4BCD + 1m«BDC

= 2/R teorema fundamental del A
1m«CBD = 180°—-60°—60° = 1m«CBD
=60° (k %)

(k)= (%) =(g%*)
1msCBD = 1m4BCD = 1m«BDC = 60°
ACDB es equilatero LQQD.
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Ejercicio5.14.

n
Con relacion a la figura 5.14. Determine EB. Conociendo R; = 2R,,

CD, ABy EI son tangentes comunes.

Figura 5.14

H) R1 = 2R2
CD ; AB tangentes comunes

El tangente comun

n
T) EB =?
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Solucién:

b)

i)

A0y L AB por construccion

AO, L AB por construccion

AO4I1 BO,

A0,KO0, rectangulo por construccion
A0, = AK + KO; suma de segmentos
0.k =R; — R,

1msEO,K = 1msa

KO, R,—R, 2R,—R, 1
Senza = = = ==
0,0, R;y+R, 2R,+R, 3

Imsza =19.47°

0(02,R>)

1msEO,B = 1msza + 14R = 19.47°+90°
1msEO,B = 109.47 ° angulo central

n
1m<EO,B = EB por definicion

n
EB =109.47° LQQD.

223



Ejercicio5.15. ,

Determine la medida de R, en funcion de a. Sabiendo que AB = BC =
CD = AD = a 'y lamedida del &ngulo 2BAD = 53°.

Figura 5.15
B, —— e —l} r "‘]’HC
7 "oy Pl
?/ ‘\\ o (Q//

\ o g
/ ol
// - \\ o
-~ Ty ~, /'f
L_{?‘J e ) - Sy e L_/,/,ﬁ /
A M D

H) AB=BC=CD=AD=a
1msBAD = 53°
T) Ry=?f(a)

Solucion:

ABCD romboide por hipétesis grafica

a) 1msBAD = 1m«BCD = 1m«1 = 53° por hipétesis
b) AC bisectriz del LBAC

c) 1mzs1=2ms6 = 1ms6 = 26.5°

AACD
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d) 1m<zADC = 180°— 2m<6 =  1mzADC =127°
e) AC? = AD? + DC?

— (2)(AD)(DC) cos £ ADC ley del coseno
AC? = (a)? + (a)® — (2)(a)(a) cos 127 ° ~  AC
= 1.79a

AC = 2A0 = 20C = 1.79a
AO = 0C = 0.895a
f) OM =R,
Ry L AD propiedad de la tangente con respecto al radio
AAOM rectdngulo por construccion

R
g) Sen 20 = ﬁ = R, = (Sen 26.5°(0.895q)

R;=0.4a  LQQD.

Ejercicio 5.16.
T/

Determinar la médida de los segmentos AE, MB, EB, MF y MN.
Sabiendo que R=5u, BC=6uy AB =9 u.

Figura5.16
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H) R=5u

T)

BC = 6u

AB =9u

AE =?
MB =?
EB =7
MF =?
MN =?

Solucion:

a)
b)

d)

KC por construccion

AKBC rectangulo

KC? = KB? — BC?

KC? = (10u)? — (6u)? = KC =8u
6u
Sen £9 = Tou = 1ms9 = 1ms£BAC = 1m«5 = 36.87°
1msza =90°—36.87° = 1lmsza = 53.13°
O(o,R)
n
K n
Imsa = - = por dngulo inscrito : KC
=106.26°
AAOB isésceles
0A? + AB? — OB? (9u)?
Cos £2 = =

(2)(04)(AB) — (2)(5w)(%w)

1ms2 = 1m2ACK = 1mz4 = 25.84°

1ms3 = 180°— 2mz2

= 180°— 2(25.84°) : 1ms3 = 128.32°
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n n n
1ms3 = ANB = 2AN = 2NB = 128.32° por angulo central

n n
AN NB 64.16°

Imel=—-=— 2 1ms1 =32.08°
e) AABE
1ms6 = 180°— 1ms5 — 1m22
= 180°— 36.87°— 25.84° . 1me6
=117.29° : 1mes7 = 62.71°

Sen L6  Sens 2 _ (Sen 25.84°)(9u)
AB ~ AE  Sen 117.29°

AE = 4.41u LQQD.

f) AEBC
Sen £ACB _ Sens 7 R B - (Sen 64.16 °)(6u)
EB BC Sen 62.71°
EB =6.1u LQQD.
g) AMBC
1ms8 = 180°— 1ms2 — Imsa — 1ms
= 180°— 25.84°—-53.13°—-32.08° : 1m«8
=68.95°
Sen £8 _ Senz 1 . B (Sen 32.08°)(6u)

BC MB ~ Sen 68.95°
MB =3.41u LQQD.

h) AB =AM + MB : AM =9u — 3.41u = 5.58u
AANM
i) 1msz9=180°—1mzs1 —1m«8
= 180°—32.08°—-68.95° : 1mzs9 =7897°
Sen £1 Sens 9 (Sen 32.08°)(5.58u)
NM AM Sen 78.97°

NM = 3.02u
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j) AFBC

1m2£10 = 180°— 1msa — 1ms1 = 180°— 53.13°— 32.08°
1ms10 =94.79°

Sen 210 _ Senza

(Sen 53.13°)(6u)
BC _ FB = FB= a9
FB = 4.82u
k) ANFB
Sen £5 _ Sen<NBF
FB ~ NF =z NF
_ (Sen (32.08°+25.849) = (5.58u)
B Sen 36.87°
= NF = 6.81u

MF = NM — NM = 6.81u — 3.02
MF =3.8u LQQD.

Ejercicio5.17. ,

Hallar la medida de R, en funcion de a. Sabiendo AB = BC = CD =
AD = a.

Figura5.17
| — B
III B //
\ = —__\'\ s
e e -~ s
\ X x<E
£ P Y
/ v NN
. heRes )
', | iy |
N ||I E‘O l \\
Nk o N J
N .
y =
B A \
% # \»\.{\__ - - -~ \1I
S
M |
e ||
D s # s — ) C
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H) AB=BC=CD=AD=a

T) Ry =?
Solucion:
a) ABCD cuadrado por hipdtesis
b) AABD rectangulo

DB? = AD? + AB? por pitdgoras

DB? = a* + a* = 2a? : DB = 1.41la
c¢) BA=BF=AD=a

DB = DF + BF por suma de segmentos
d) DF=DB—-BF =14la—a = DF = 0.41a
e) DE =EB=041a por simetria
f) DB =2DF +FE

FE = DB — 2DF = 1.41a — 2(0.41a) => FE = 0.59a
g9) FE =2R,

Ry = 0.59a

2

R, =0.29a LQQD.

229



Ejercicio 5.18. ,
Hallar la medida de R; en funcién de a. Sabiendo AO = OB =ay AH =

2HO
Figura 5.18
Cf' e o ™
o ~
/ 4 \\\

L %

Vil ‘\\
P '{.x k! \\\.
ff' - ‘O\ | \
|'l \'\‘ WRI ‘ \z'z e \
| e . 4 o I|

A K H Ifs) B
- a

H) A0=0B=a
AH = 2HO

T) R, =?

Solucion:

a) A0;KO rectangulo por construccién
0,0% = 0,K? + KO? por pitagoras

(R — Ry)?> = R? + (R, + HO)?
a=3HO =PO =R

HO ==
3
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2

(a—R)?=RZ+ (R +%)

(9)(a—Ry)? = R{ + (3R + a)?

b) (9)(a? —2aR, + R?) = 9R? + 9R? + 6aR, + a?
9a? — 18aR; + 9R? = 18R? + 6aR; + a?
9R? + 24aR; —8a? =0

. 24t J(24a)2 — (4)(9)(—8a?) _ —24a + /57642 + 288a?

e (2)(9) (18)
_ —24a++V864a? —24a+29.4a
N 18 N 18
—24a + 29.4a
Ry = 18

R;=0.3a LQQD.

Ejercicio5.19. ,

Dada la figura 5.19. Determinar la medida del segmento BC. Sabiendo

que MQ, BT, CS son tangentes comunes, R, = 8uy R, = 6u

Figura5.19
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H) MQ, BT, CS Tangentes comunes
R, = 8u
Ry =6u

T) BC =?

Solucién:

0(01,Ry)
a) CS=CM : BM
= BN por la propiedad de las tangentes exteriores a una circunferencia
b) OM L MC Ry L MC por teorema
c) 0,S1SC R, L SC
El cuadrilatero O{NAS es un cuadrado por lo tanto: R

= 0,N = NA = AS = 0,5 = 6 unidades

0(0,,R3)
d) 0,P 1L AC R, L AC por teorema
e) 0,T LAT R, L AT
f) O0.K =MQ por construccion
g) AO;NA rectangulo 0,4 = \/(0;N)% + (NA)?
=J6wz+(6w)? =  0,A=848u
AAO,T rectangulo 0,4 = \[(0,4)% + (P0,)?

=,/(8u)? + (8u)? = 0,A=1131u

A40,0,K rectangulo por construccion

i) 0,0,=0{4A+0,A=848u+11.31u 0,05, =19.79u
j) BQ =BT
BC+CQ =BA+ AT : BC + CQ
= BN + NA+ AT : BC +CQ = MB + 6u + 8u
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k)

BC+CQ—MB =14

) SC=CM

SA+ AP +PC =S5C : 6u+8u+ PC=MB+ BC

m) MB+ BC—PC =14

p)

(k) = (m)
BC+CQ —MB =MB+ BC —PC MB = PC = CQ
= 19.69u
40,0,k rectangulo por construccion
Sen 20,0,k = 2 = 2290 m£0,0,k = 84.23°
0,0, 19.79

En el trapezoide simetrico PCQO,
1ms0,0,k — 1m20,0,P 84.23°—45°
2 - 2
= 1ms1 =19.62°

1mz1 =

APCO, rectangulo por construccion

PC
tag 19.62°= — PC = (tag. 19.62°)(8u)
PO,
= PC = 2.85u
MQ = MB + BC + CQ BC = MQ — MB — CQ

BC =19.69 — 2.85 — 2.85

BC =14u LQQD.
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Ejercicio 5.20.1//”

Determinar la mediad del segmento HD. Conociendo que la recta CS es
tangente a la circunferencia (0, R), AB = 12.5u, AS = 13.5u, y BK = 6u.

Figura 5.20

H) CS tangente ©(0,R)
AB =12.5u
AS =13.5u
BK = 6u

T) HD =?

Solucién:

AS Il BK por hipdtesis
AASC =~ ABKC rectangulos
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b)

f)

d)

AS AC SC AS AC 13.5u

—_—— = — _—— =

BK BC KC BK BC 6u
_AC
" BC

BC = ou AC BC = 0.44(AB + BC

© 13.5u° = 044( )

= 0.44(12.5) + 0.44BC) = BC = 5.55+ 0.44BC

BC =9.9u

ADHC = ABKC

DH DC HC DH DC

BK BC KC BK BC

DH = (BK be

AC = AB + BC por suma de segmentos

AC =12.5u+99u AC = 22.41u

DC?

= (AC)(BC) relacion métrica de la secante y la tangente
DC? = (22.41u)(9.9u) = DC = 14.89u
DH = (6 )(14.89u)
= VYW 9.0y

DH =9u LQQD.
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CAPITULO 6

Areas de regiones
rayadas
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Capitulo 6
Areas de regiones rayadas

“Las matematicas comenzaron a ser una ciencia

cuando alguien, probablemente un griego,

enuncio proposiciones acerca de cualquier cosa

o0 de alguna cosa sin especificar ninguna particularidad.
Los griegos fueron los primeros en aplicar
proposiciones a la geometria; por ello,

la geometria fue la gran ciencia matematica en Grecia.”

— Alfred North Whitehead

Objetivo

Definir, interpretar y aplicar las proposiciones correspondientes que
permitan que el lector analice casos de figuras que no tienen un perfil
geométrico basico, que sea capaz de aplicar su criterio l6gico con la
ayuda del algebra y a trigonometria, para resolver problemas donde se

presenten figuras geométricas planas.
Logros de aprendizaje
El lector estara en capacidad de:

e Utilizar los conceptos, teoremas, postulados y propiedades de las

figuras geométricas para calcular areas de regiones rayadas.
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e Enunciar y desarrollar las formulas para encontrar el area de las

regiones rayadas.

6.1 Introduccidn teérica

Superficie. - Es la extension en que se consideran dos dimensiones que

son longitud y latitud. La superficie se refiere a la “forma”

Area. - Es la medida de una superficie, el area se refiere al “tamafio”.

Area de un rectangulo. - El area de un rectangulo es igual al producto

de su base por su altura.

Area de un cuadrado. - El area del cuadrado es igual al lado al

cuadrado o a la mitad del cuadrado de su diagonal.

Area del romboide. - El area del romboide es igual al producto de su
base por su altura.

Area de un triangulo. - El &rea de un triangulo es igual a la mitad del

producto de su base por su altura.

Area de un triangulo cualquiera en funcion de sus lados. - El area de
un triangulo en términos de sus lados "a”, "b", "c”, estd dada por el
teorema de Herdn “El area de todo triangulo es igual a la raiz cuadrada
del producto del semiperimetro y su diferencia con cada lado”.
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Area de un triangulo a través de una expresion trigonomeétrica. - En
todo tridngulo, el area se puede expresar como el semiproducto de dos

lados, por el seno del angulo comprendido.

Area de un triangulo equilatero en funcion de su lado. - El area de
un triangulo es igual al lado al cuadrado por la raiz cuadrada de tres

dividida para cuatro.

Area del triangulo en funcién de sus lados y del radio de la
circunferencia inscrita. - El area de un triangulo es igual al producto

de su semi - perimetro por el radio de la circunferencia inscrita.

Area de un triangulo en funcién de sus lados y del radio de la
circunferencia circunscrita. - El area de un triangulo es igual al
producto de sus lados divididos por el cuaddruplo del radio de la

circunferencia circunscrita.

Area de un triangulo en funcion del angulo comprendido. - El area
de un tridngulo cualquiera es igual al semiproducto de dos lados por el

seno del angulo comprendido.

Area del rombo. - El area del rombo es igual al semi - producto de sus

diagonales.
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Area de un trapezoide. - Es igual al producto de una diagonal por la
semi - suma de las perpendiculares trazadas a esta desde los otros dos

vértices.

Area del trapecio. - El area del trapecio es igual a la semi - suma de sus
bases multiplicada por su altura.

Area de un cuadrilatero. - El area de un cuadrilatero es igual al
semiproducto de sus diagonales por el seno del &ngulo comprendido

entre ellos.

Area de un poligono regular. - El area de un poligono regular es igual

al producto de su semi - perimetro por su altura (apotema).

Area de un poligono cualquiera. - Es igual a la suma de las areas de

los triangulos parciales en los que se puede descomponer el poligono.

Area de un circulo. - El area de un circulo es igual al producto de m por
el cuadrado del radio. La longitud de una circunferencia es igual al doble

de m multiplicado por el radio.

Area de un sector circular. - El area de un sector circular (OMNO) es
igual al semi - producto de la longitud de su arco por el radio. Un sector
circular de 1° de amplitud tendra un area 360 veces menor, es decir, por

ser “n” veces mayor que el area de un sector circular de 1° de amplitud.
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Area del segmento circular. - El area de segmento circular es igual al
area del sector circular que abarca el mismo arco menos el area del
triangulo formado por los radios que lo delimitan y la cuerda

correspondiente.

Area de la corona circular. - El 4rea de una corona circular de radios
R, r es igual al producto de & por la diferencia de los cuadrados de dichos

radios.

“ 6.2 Ejercicios resueltos de &rea de regiones rayadas

P

I

Ejercicio6.1. ,

Determine el area de la region rayada de la figura 6.1.

Figura 6.1
P
A =g ———
0. E=AZ=Q=E=—_ O
. // Z \\ .
B ¢ QO D F

H) 0,:BAC = cuadrado
AECD —» cuadrado
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EO,DF - cuadrado

OlB = 8m
T) Ay =
Solucion:
BP A PF cuerdas por construcciéon

OB = OF = radio de la® (O,R) = 12m =R
@) 0,A=0.E=Ry=8m
b) 0,A=0,E =R, =4m

¢) Ajiiii = 241 + 24, + Area%(Oz,Rz) + Area A APE
(m)(1m£POB) )
— . 2 — — L
d) A; =0.5R ( 1800 Seno «POB
Ay =05R?(1.57-1) = A; = 0.285R?
= (0.285)(12m)?
e)  A; =41.09m?
(m)(1ms£AO0,B)
f) A, =0.5R? ( 1800 — Sen. 4A01B)
A, = 0.5(8m)%(1.57 — 1) = A,
=18.24m? (f %)
R%
g9) Az=m > > A; =25.13m? (g %)
AE)(0,P 8m)(4m
h) A4=( )gz)=( )2( ) 4, = 16m> ()

(e), (f *), (g %), (h) en (c)
Ay = 2(41.09m?) + 2(18.24m?) + 25.13m? + 16m?
Aji; = (82.18 + 36.48 + 25.13 + 16)m?
A;ii = 159.79m? LQQD.
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Ejercicio6.2.

Calcular el area de la region rayada de la figura 6.2.

Figura 6.2
2
: 0 ] !
A R, B
R
H) A0 =R
T) Ay =? f(R)
Solucién:

a) O0,P = Ry = por construccion.
b) OC =R - por construccion

A 0,00, rectangulo

) 01022 = 0102 + 0202 por Pitdgoras 0,0 =0,0 =x
(2R))? = x? + x? = 4R? = 2x?
x =RV2 > x = 1.414R,

d) R=R;+x=R,+1414R, = R = 2.414R,
R, = 0.4142R
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_ A ® (0, Rl)

e) A = — 2AQ (04,Ry)
RZ
) Auu = % — (MR
2
Ay = @ — (2)()(04142R)? = R? (g - (2n)(0.1716))
Ajiiii = 0.4918R?* LQQD.
Ejercicio 6.3. e

Las bases de un trapecio miden 8m y 6m y su altura 5m, se trazan dos
paralelas a las bases que dividen en tres partes iguales a los otros dos

lados. Calcular las areas de los tres trapecios parciales que se forman.

Figura 6.3
D C
E/M \G
F / ks H
A LK B

H) AB=8m

DC = 6m

DK =5m
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Solucién:

a) EGIDC I AB Il FH por hipétesis
b) DE =EF =FA por teorema de Thales
¢) CG=GH=AD por teorema de Thales
i) DM=WN=NK " " " *
TRAPECIO DFHC
f) E punto medio de FD
G HC
g) EG = mediana del trapecioDFHC

_FH+DC
N 2
TRAPECIO EGAD

h) EG por definicion de mediana del trapecio

i) F = punto medio de EA : H = punto medio de GB

j) FH = mediana del trapecio EGBA

AB + EG
k) FH=——

(h) en (D)

l FH_AB+FH+DC_8m+ﬁ+6m
) 2 4 2 4 4
=7.33m (m#x)

(m *) en (h)

(733 + 6)m
m) EG=-——— EG = 6.66m

AREA DEL TRAPECIO ADCB

(AB + DC) (8m + 6m)
n) Ay=-—————%DK="—"—15m

A; =35m? LQQD
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AREA DEL TRAPECIO DCGE = A,

EG + DC 6.66m + 6m

( )* DK, = ( )
2

A, =10.57m?> LQQD

0) A,= *1.67m

AREA DEL TRAPECIO EGHF = A;

(FH + EG) (7.33m + 6.66m)
——x KK, = > *1.67m

p) Az =

A; = 11.68m?> LQQD.

AREA DEL TRAPECIO FHBA=A,

AB + FH 8m+ 7.33m
AB+FH) o _ (Bm+733m)

1 > *1.67m

q) Ay =
Ay =12.8m* LQQD

Ejercicio6.4.

Calcular el radio R de la figura 6.4, sabiendo que:

H) Ay = 100m?
AB tang.
3R, =R

T) R=?
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Figura 6.4

1T
m

20R

A

Solucion:

a) OA=R por construcién

b) TO,=AB por construcion.

TO—ZR
) =3

Descomponemos la figura principal
d) Area del recténgulo ABTO, = A,
e) Area del triéngulo TOO; = A,
f) Area del sector circular APO = As
g) Area del sector circular BKO; = A,
h) Area rayada = Ay;

(), (e), (f), (g)en(h)

) Ay =A1+A4; — Az — Ay

AOTO; rectangulo

TO ( )R
Cos £1 =Cos £T00; = —= = 0.033 = 1mz1
00, 20R

=88°

249




1ms200,T =90°— 1mz1 = 1mz2 =2°

1m+£K0O;B = 1m£00,T + 90° = 2°+90° = 1m«KO0,B

=92°
A 0,TO rectangulo

—2
00% = 0T? +TO?  por Pitdgoras = TO,
—2 —2

=00, — OT
T0? = (20R)? — (0.666R)? > TO, = 19.98R = AB
A, =AB*TA—  por definicién = Aq

=[(19.98)(0.333)]R? = A; = 6.65R* ())
_(0T)(T0;) _ (0666R)(19.98R)

2 2 2 AZ

= 6.66R% (k)
(mMR? xm«1  (m)R?(88%)
3= = = Az
3600 3600
=0.7679R* (1)
_ (MR?xmes2 _ (m)(0.33R?)(92°) p

*T 3600 T 3600 4

= 0.087R2 (m)

(), (k), (D, (m) en (i)
100m2 = Alll = Al + A2 - A3 - A4_
Auii = (6.65R?) + (6.66R?) — (0.7679R?) — (0.087R?) = 12.455R?

3 100m?

100m? = 12.455R? R* =
00m >5 12.455

R=12.83m LQQD.
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Ejercicio 6.5. ’
Calcular el radio R de la figura 6.5 y el &rea de la regidn rayada, sabiendo

que:

H) AC = 0.8 unidades
OA = 2 unidades = R,

OP =R
T) Ay =7
R =?
Figura 6.5
P
i 1 B
2
2
&
Q o) A C \
R-2
E
Solucion:

A AOE rectangulo
AE? = 0A% + OE*
a) (R—-X)?>=2)?*+R-2)*

Descomponemos la figura en superficies parciales
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)

9)

h)

Ajjy = Ay — Ay — A3

Ay = area del sector circular TPBE

A, = darea del semi — circulo (o,R;)

Az = darea del trigngulo QAE

AABC rectdangulo

AC 0.8
Cos «+BAC = Cosz1 =—=—
X X
A AOE
0OA 2
Cos20AE = Cosz1 = — =
AF R-—x
(b) = (o)
0.8 2
- = = 0.8R — 0.8x = 2x
X R —x
_ (2.8)(x)
0.8
R = (3.5)(x)
(d) en (a)

(3.5x —x%) =4+ (3.5x — 2)2

desarrollando

= 6x2-14x-8=0

El valor de "x" a considerar = 1.3

(i) en (h)
R = (3.5)(1.33) =

(e) en (b)

C 41—0'8—06
08 &L =1337 "

1mz1 =53°

1ms£OEA =90°—53°
1mzs2 =37°

1msQEA = 2mz2 = 74°
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L, _TREGnIQEA) _ (m(4:65)° (749
Do AM= T T 3600

Ay = 13.96 unidades?
_ (m)(RY) _ (m)(2)*

2 2
A, = 6.28unidades?
QA«OE (4)(2.65)

2 2

A; = 5.3 unidades?

(), (k), (1) en (b)
Ajii = (13.95 — 6.28 — 5.3) unidades?
A;ii = 2.36 unidades* LQQD

k) A,

D A;=

Ejercicio 6.6. ’

Calcular el area de la region rayada de la figura 6.6 en funcion del radio

R, sabiendo que:

H) M,N,P,Q puntos medios de los radios
T) Ay =7f(R)

Figura 6.6

T C

k_“z
/// \\ ~ N \
/\ \\\ » ///)\
\“ ; O ,’I
1 3 {
\ M ': = :\ P

.
.
4 J

<
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Solucién:

R = 2R, por hipodtesis
R=0N +NC por suma de segmentos
A.AOC — is6sceles por construccién
A0 =0C =R
Descomponemos el sector circular ATCOA = A,
a) Ay =40—84;
ax) Area del sector circular ATCOA = A,
b) A;=A4A:+A4,
c) Area del segmento circular ATCA = A,

d) Area del sector circular ACNA = A,

AC =R, = AC = (0.5)R
—2
e) AC
—2 —2
=A0 +0C
—2(A0)(0C).Cos2.AOC ley del coseno en el A.AOC

—2 —2 —2
A0 +0C —AC _ R*+R?—(0.5)°R?
2(40)(0C) 2(R)(R)

Cos.£AO0C = = 0.875

1mz2AOC = 29°
2msACO + 1mz2A0OC = 180° T.F.A

180°—29°
1mzACO =—— = 75.5°
1ms 1=75.5°
1 ,[(m(299
— _p2 _ o
A1—2R 180° Sen29]

f) A, =0.01066R>

_ (MRHmML7559  (m)(0.5R)*(75.5°)
B 360° a 360°

4z
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g) A, =0.1647R?
(f), (g) en (b)
h) A; = (0.01066 + 0.1647)R?
Az = 0.175R?
(h) en (a)
Agii; = (m)(R*) — (8)(0.175R?)
A;; = 1.738R?* LQQD.

Ejercicio 6.7. s

Calcular el area de la region rayada de la figura 6.7 en funcion del radio

R, sabiendo que:

H) AD =60°
T) Au=? f(R)

Figura 6.7
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Solucién:

a) PA=PM=PQ =R,
0A=0C=0P=R
AD = R = cuerda por construccion.
DO = R = por construccion.
Descomposicion del semicirculo CDAPOC
Ay =Apg— (A1 +4; + A3+ Ay)
Ao = Area del semi' — circulo ©(0,R)
A, = Area del segmento circular . AEPFA
A, = Area del sector circular AMPA
As = Area del triangulo .DOP

A, = Area del sector circular DCOD

1, m7.90° )
b) Ay =R (g — Seno.909 = A; = 0.285R
_ m.R{.msAPM
) 4= 360°

1ms1 + 1mzs2 = 45°

1m«s3 = dngulo central = arco AD = 60°

1msDOP = 1ms£3 4+ 90°=60°4+90° = 1m«DOP
=150°

A.DOP isésceles = 0D =0P =R

1m«.0DP = 1m«.0OPD = 1m«2

& 2ms2+ 1ms.DOP = 180° = 1ms2 =15°

1ms1+ 1ms2 = 45° = 1mz1=30°

AAOP rectangulo

AP? = AD?+0P? =  R{=R*+R? => R

= 1.4142R
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m.R{.msAPM _ m.(2R*)(309)
360° B 360°
= 0.524R?

c*x) A, =

A.OHP - rectangulo

OH -
Sen. 22 = OZP = OH = 0P.Sen.15° = OH

= 0.258R
(OH)(HP)
A; =2 areas del AOHP =2 [T] = (OH)(HP)
Sen.150° Sen.15° — (0.5®) —_
——=—— ; DP=——— =  DP
DP 0D 0.258
= 1.932R
DP . __
7 = DH = HP = 0.966R
d) As; = (0.258R)(0.966R) = A; = 0.25R?
4, = BRE30T A, = 0.261R?
e) 4 — 3600 4 — .
7. R?
f) A= 5 = Ay = 1.57R?

(b), (¢ *),(d), (e), (f) en (a)

Ajji = Ag — (A1 + A, + A3 + Ay)
Ay = 1.57R? — (0.285R? + 0.524R? + 0.25R? + 0.261R?)
A;ii = 0.25R* LQQD.
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Ejercicio 6.8. )

Calcular el area de la region rayada de la figura 6.8.

Figura 6.8

H) BC =20m
BA = 10m
Ty Auy=?

Solucion:

A OCB rectangulo.
a) (O_BZ) = WZ + ﬁz por Pitdagoras
(R + BA)? = R? + (20m)?
=15m
b) OB = 0A+AB por suma de segmentos
¢) OB=R+AB : OB = 15m + 10m
= OB = 25m

A OCB rectangulo
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d) Sen 2coa=CE 220"
) Sen 0B 10m

=> 1ms£COA = 53.13°
Analizamos la figura del grdfico
e) Area del triangulo rectdgulo OCB
= Area del sector circular OCA + A
Area del A OCB = A,

Area del sector .circular OCA = A,

) A =414,
9 A= (OC)Z(CB) _ (15m)2(20m) — 150m2
_ (M(R*»)(mMLC0A)  m.(15m)?(53.13°)
h) A,= 360° = 260° = 104m?
9) y (h) en (f)
A iii — 150m2 — 104m2

A i =46m? LQQD.

Ejercicio 6.9. ,
Calcular el area de la region rayada de la figura 6.9.

Figura 6.9




n n n
AC =CD =DB

H)
T) Au=? f(R)
Solucion:
AC A DB cuerdas por construccion

b)

d)

OA =O0B=radiodela © (O,R)

A ACB
n
i _ ) AB 180°
1m<s ACB = dangulo.inscrito = =5 = 90°
1ms ACB =90°= 1m«£ADB
A ACBATI ADB rectangulos
N n n P
AC =CD =DB por hipotesis. AC
=DB=R lado del exdgono
AB? = AD? + DB? por Pitdgoras en el A ADB rectangulo
—2 —2 — —
(2R)>=AD +R?* ; AD =3R? ; AD =1.732R =BC
AD 1.732R
Sen £ ABD = — = = 0.8666 ; 1msABD = 60°
AB 2R
= 1m«BAC
1mDAB = 1m«ABC = 30°
En el AAOP : PO = h = altura
T 30° Po _h h=(R)(T 30 h
. =—== = = : =
= 0.577R
AP? = P0? 4+ A0? = AP =PB=1.15R = PD=PC
= 0.58R

A = Ay — 245 — 243
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e) A, = Area del semi — circulo
f) A, = Area del cuadrildatero ACPOA = cuadrildatero OPDB
g) As = Area del segmento circular ACNA

_ (MR
)

A, = 1.577R? (h)

[(CP)Z(CA)] 4 [(PO)Z(OA)]

Ay

A, = (Area AACP + Area AAPO) =

_ [(0.58R)(R) . (0.577R)(R)
B [ 2 * 2 ]
A, = 0.5785R? O)

1 60
As = ER2 % — Sen 60 ] = 0.09R? 6))
(h), (@, () en (d)
Ajiiiii = [1.577 — (2)(0.5785) — (2)(0.09)] R?

Ay = 0.242 R*  LQQD.
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Ejercicio 6.10. ,
Calcular el &rea de la region rayada de la figura 6.10 en funcién del radio

R.

Figura 6.10

B X C

3X

H) BC 1 BA
BA 1 AD
BCIIAD

T) Ay =? f(R)
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Solucién:

1msBCA = 1m4CAD por dangulos alternos int ernos
1m«CBD = 1m£BDA por angulos alternos internos
1msBEC = 1m£AED por dngulos opuestos por el vértice
ABCE~AAED

BC BE x
a) _— = .
AD ED 3x
X
= D por semejanza de tridngulos
b) ED =3x
c) BD=BE+ED=x+3x > BD = 4x

A ABD rectangulo
d) BD? = AB? + AD?
e) AB? =BD?— AD?

AB = /(4x)? — (3x)? = 2.6457x = AB = 2R
= 2.646x
f) R=1323x = x = 0,756R

AABD rectdangulo
g) Sen LABD = i—;c = 0.75 = 1m£ABD = 48.59°
h) Area del AABE = A;j;;

A;ii = (0.5)(AB)(BE)Sen £ABE

A = (0.5)(2R)(0.756R)Sen 48.59°
A=0.567R* LQQD.
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Ejercicio 6.11. /)

., Aiiis R R
Hallar la relacion —*“- de la figura 6.11 sabiendo que:
4ABC

H) AABC equilatero
DF = FC
o Auii _ )

AAABC

Figura 6.11

Solucién:

a) AB=BC=AC=1L
b) 1msACD = 1msDCB = 30°
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c)

d)

)

g)

h)

DF = FC por hipdtesis
AADC rectangulo
DC

Cos 30°=— = DC = 0.866L
DC = DF + FC = 2DF = 2FC
DC 0.866
=—=—1L = DF = 0.433 L

ADBF rectangulo

BF? = DB? + DF? = (0.5L)? + (0.433L)? = BF
= 0.6614L

Sen £DFB = o= = 0.7559 = 1m«DFB
=49.11°

El drea rayada = Area del AFBC — Area del ABGE

Area del AFBC = A,
Area del ABGE = A,
1msDBF = 90°—49.11° = 1m«DBF = 40.89°
1msFBC = 1m«DBC — 1m«£DBF = 60°— 40.89°
= 1m4FBC = 19.11°
ADBG
1m«£BGE = 1m«DBG + 1m«BDG = 40.89°+ 60 °
> 1m«BGE = 100.89°

ABGE
Sen 60° Sen 100.89° ) BC = (Sen 60°)(0.5L)
BG 0.5L v N Sen 60°

= BG =044 L
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i) Ay = (0.5)(BF)(BC)(Sen 19.11°)

= (0.5)(0.6614L)(L)(Sen 19.11°) = A,
= 0.1082 L?

j) A, =(0.5)(BG)(BE)Sen 19.11°
= (0.5)(0.44L)(0.5L)Sen 19.11° > A,
= 0.036 L?

k) Ay =A; —A, =0.1082L% — 0.036L2 > Agii
= 0.0722L?

) A _ 0.072212 _ 00722

Apapc 123 0.433
4
ﬁ =0.1667 LQQD.

Ejercicio6.12. ,

Hallar el area de la region rayada en términos del segmento AB de la

figura 6.12 sabiendo que:

y AC _ 2
) BC 3
T) Auif(AB) =?

Figura 6.12
B
.._\h
._\\E
y ! \"“.
f’! : ~.D
"‘E’r" | L "\\
,L:_\_‘;‘!:i |- ™~
.‘,:-" — = . \\\
.:;' i - M ™~
C F G A

266



Solucién:

a)

b)

AB =BE +ED + DA

BE = ED = DA = AB = 3BE = 3ED
= 3DA
AC 2
1B-3 por hipdtesis = AC = 0.66AB
AABC rectangulo
BC? = AB? — AC? = AB? — (0.66AB)? = BC = 0.75AB

AC
CF =FG =GA =3 = 0.224B

0.75AB
AB

SensBAC = =0.75 = 1msBAC = 48.59°

ACDA
CD? = DA? + AC? — 2(DA)(AC) cos 48.59 Ley del coseno
CD? = (0.334B) + (0.66AB)?

— 2(0.33AB)(0.66AB) cos 4 8.59 = CcD
= 0.54B
SensDCA _ SensBAC R SensDCA — (5en48.59)(0.334B)
DA CD (0.54B)
1msDCA = 29.66°= 1m2£HGC = ACHG isésceles

ABCE

1msCBE = 90°—48.59° = 1msCBE = 41.41°

CE? = BE? + BC? — 2(BE)(BC)Cos£CBE

CE? = (0.334B)% + (0.754B)
—2(0.334B)(0.754B)Cos41.41° = CE
= 0.5484B
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SensBCE Sen<CBE
BE  CE
_ (Sen41.41°)(0.334B)
B (0.5484B)

1m«BCE = 23.47°
e) 1msBCA =90°= 1m«BCE + 1m£ECD + 1m«DCA

= Sen/BCE

e 1m«sECD = 36.87°
Cos2HCF = C0s29.66° = cr_0.2248 = CH
/) Cos T LOSETSY = T T CH
= 0.253A4B
g) 1mzCPG = 180°— 25.12°— 2(29.66) ° =  1mzCPG
= 95.56°
SensCPG ~ SentCGH P
cG ~ CP
_ (Sen 29.66)(0.44AB) . P — 0.218AE
B Sen95.56 e
h) Area del ACPH = Area rayada = (0.5)(CH)(CP)Sen £ECD
= Ajiii
Ajiii = (0.5)(0.2534B)(0.2184B)Sen 36.87°
Ajiiii = 0.01654AB> LQQD.
Ejercicio 6.13. ,
Hallar la relacion -2 de la figura 6.13, sabiendo que:
AABCD

o R 7
) R, 11
T) Ajiiig )
Aupcp
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Figura 6.13

B=“-=-._

Solucion:

a)

b)
c)
d)
e)

AB Il CD por hipétesis grdfica

ABCD trapecio isosceles

BE = BN = EA propiedad de las tangentes
MC = CF = FD propiedad de las tangentes
PO, = NM por construccion

A0, PO, rectangulo

P03 = (0,0,)* — (P0,)? = P03
= (Ry + Ry)* + (Ry — Ry)?
R, = 0.636 R,

PO? = (1.636R,)? + (0.364R;)? = PO, = 1.59R,
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Appep =41 AeB(01:R1) =4, : A@(oz:Rz) =43

Sen «N0,0, = 159 Ry _ 0.9718
f) Sen £N010; = 17ep = 0.
1msNO,0, = 76.38° - 1m20,0, P = 13.62°

g) EBNO; AN MCFO  trapezoides simétricos
1m«<EON = 180°—76.38° = 1ms4EO.{N = 103.62°

ABEO, : ACO, F rectangulos
103.62° EB EB

Tang. £BOE = Tang. ( > ) = £0, R_1 = EB
=127 R,
Tang. £CO0,F = Tang. (76'38 NoLE _CF = CF
2 0,F R,
= 0.5R,
CD = 2(CF) = (2)(0.5R;) = R, = CD =R,
AB = 2(EB) = 2(1.27R;) = 2.54R, > AB = 2.54R,
h) A, = [A—B er CD] EF = [—2'54R21 * Rl] [3.272R,] = A
= 5.79R,
i) A, = (m)R? = 3.1416R?
j) Az = (m)R? = (m)(0.636R,)? = A, = 1.27R?
Agiiii = (5.79 — 3.1416 — 1.27)R? = Ayiii = 1.378R?
Ayiiii _ 1.378R{
A, 5.79R?

1 —0.238 LQQD.
A,
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Ejercicio 6.14. ’

Calcular el area de la region rayada de la figura 6.14.

Figura 6.14

2.5
T) Auy =?
Solucion:
ch_ra jedad de la bi triz int
a) CB_ 4B propiedad de la bisectriz interna
_(CP)(AB) _ (3m)(5m) _
PA = 5 = m PA =3.75m
b) Cos 2ABC BC? + AB? — AC?
oS =
(2)(BC)(AB)
4m)? + (5m)? — (3m + 3.75m)?
_ @m)? + (5m)° - Bm+375m?
(2)(4m)(5m)
1msABC = 2m«1 = 96.55° = 1ml = 48.27°

271



Sen «BAC SensABC
= = Sen £BAC

BC AC
_ (Sen 96.55°)(4m)
B 6.75m
1msBAC = 36° = 1msBPA = 95.73°

= 1msACB = 47.45°
ACBM
¢) CM? =BM?+ BC?—2.BM.BC.Cos £BMC

CM

CM? = (2.5m)? + (4m)? — 2(2.5m)(4m)Cos 96.55° =
=495m
Sen «BMC _ Sen £CBM R Sen /BMC
BC cM
(Sen 96.55 °)(4m)
- 495m
1m«BMC = 53.39° : 1m«BNM = 78.34°
ABNM
Sen BMC _ Sen BNM R N = (Sen. 53.39°(2.5m)
BN BM Sen 78.34°
-«BN = 2.05m

e) Area del APBA — Area del ABNM = Area rayada
Ay = Area del APBA
A, = Area del ABNM

£) Ay = (0.5)(PA)(BA)Sen LBAP = (0.5)(3.75m)(5m)Sen36°
Ay = 5.51m?

g) A, = (0.5)(BN)(BM)Sen £PBA = (0.5)(2.05m)(2.5m)Sen 48.27°

Ay, = 1.91 m?
h) Ay =4, -4

Ajiii = (5.51 — 1.91)m?
Ajiiii = 3.6m? LQQD.
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Ejercicio 6.15.

Calcular el area de la region rayada de la figura 6.15.

Figura 6.15

Solucion:

a) AO =00, =0D =R =10 unidades
b) 0,A=0,B=0,D=R, =RV2 =1.4142(10unid.)
= 14.14 unidades
¢) 0,B=0,0=0,A=R, =5 unidades
A0,A0, rectangulo
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T LOOO—R _10unid._
9. "R, S5unid.

= 63.435°

= 1m401 02 0

A40,0,0 rectangulo

0,0, = /0,02 + 0,02 =100 + 25 = V125 = 0,0,
= 11.18 uni
d) A0,BO,
Co520,0,8 = R2 + (0,0,)* — R? _ (5)% + (11.18)2 — (14.14)?
(2)(R2)(0,07) (2)(5)(11.18)
= —0.44675 =3 1m20,0,B = 116.53°
e) 1mszB0,0 = 1m20,0,B — 1m20,0,0 = 116.53°— 63.435°
=53.1°
1m£0,B0 = 1m£0,0B = w = 63.45°

1m«A0O,B = 180°— 1m«£B0,0 = 180°—53.1°
= 1msAO,B = 126.9°
AABO rectangulo
f) 1msBAO = 1mABO — 1m£BOA = 90°— 63.45°
= 1m«BAO = 26.55°
1m.2BAO; = 1m£BAO + 45°= 26.55°+45°
= 1m«BAO; = 71.55°
1mAO.B = 180°— 2m«£BAO; = 180°— (2)(71.55°)
= 1msA0B =369°
g) Area rayada
= Area del seg. circular APBA
— Area del seg. circular AKBA

i) A, = Area del seg. circular APBA
/) A, = Area del seg. circular AKBA
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m)(1msAO,B
A, = (0.5)R2 [( X 2 )—senLAOZB]
180°
m)(126.9
A; = (0.5)(5unid.)? [M —sen.126.9 °] =
180°
= 17.69 unid.?
m)(1lm2AO0,B
A, = (0.5)R? [( X i ) _ sen LAOlB]
180
m)(36.9
A; = (0.5)(14.14unid. )? mB697) _ sen.36.9 °]
180°
= 4.36 unid.?

Ajiiii = 13.33 unid®* LQQD.

Ejercicio 6.16. ,

., A . .
Calcular la relacion A# de la figura 6.16, sabiendo que:
ABCD

H) ABCD cuadrado de lado "a"

R — 3
173 a
T Ajiiii —
AABCD

=
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Figura 6.16

Solucion:

a) DG =D]=DH=R; =0.75a por hipétesis grdfica

b) CE =CH = AF = AG =0.25a =R, por hipétesis grdfica

¢) Asecror circurarRAFG = Asgcror circuLarECH = A,
Descomposicion en dreas parciales

d) Aupcp = 245 + Asgcror circurarGJHD + Ago ry + Area rayada
Appep = A4
Asgcror circuLarGJHD = As.

Ago,r) = A4
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e) A, =a?

_ (M)(RP)(1m£ECH) _ (m)(0.25a)?(90°)

) A= 360° 360° = A,
= 0.05a%
(m)(R3)(1m4GDH)  (m)(0.75a)?(90 °)
9) Az= 360° = 360° = A,
= 0.44a?
ABFE rectangulo e isoésceles
1msBFE = 1m£BEF = 1mz1 = 45°
"0" punto medio de FE(hipotenusa)
BO = OE
= OF propiedad de la mediana en triangulos rectangulos
1ms£BOF = 14recto =90 °
ABEO rectangulo
Sen 452 = % = OE? = (Sen 45°9(0.75q) = OE
= 0.53a
AABD rectangulo
(BD)? = (AB)? + (AD)? = a? 4+ a® = 2a? = BD
= 1.4142a
h) BD =BO+ 0] +]JD = 14142a=0.53a+R + R, = R
= 0.134a
) A, = (m)R? = (m)(0.134a)? = A, = 0.056a?

]) AHH = A1 - 2A2 - A3 - A4 = az - 2(005(12) - 0.44(12 - 0056a2
Aiii = 0.4(12

Aiiii 0.4‘(12
k) y =—

ABCD a
U _ 0.4 LQQD
Appcp
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Ejercicio6.17. ,

Calcular la relacién 242 de la figura 6.17, sabiendo que:

AaBc

H) 1mz1=20°

Figura 6.17

Solucidn:

a) 6(o,R)

b) DC = cuerda auxiliar por construccion

n

DC
c) 1lmzsl= - por def. de dangulo inscrito
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d)

)

g)

h)

)

n
DC =2mzs1 =40°= 1m«2 por angulo central

1msACD =90° = [1ADC es rectangulo
DC
Senzl = D = DC = Sen20°(2R) = DC
= 0.684R

AC =+/AD? — DC? = \[(2R)? — (0.684R)?

= AC = 1.88R

AODC es isosceles 1m+20CD = 1m«£0ODC =70°

ABOC = ABOA son isésceles

1ms£AOC = 180°— 1ms2 =140° por suplementarios

360°— 1mzAOC
1m«BOC = > =110°

1m+20CB = 1m£0BC = 1mzs3 =35°
1msEDC = 90°— 1msPCB = 1mz4 =35°
AEDC

1m«DEC = 180°— 1mz4 — 1m<sADC =75°
Sen «DEC _ Sen £EDC

= EC
DC EC
(5en70°)(0.684R)
= =
Sen75°

Area rayada

= Area del AEDC

EC = 0.665R

+ Area del segmento circular DSCKD

= (0.5)(0.665R)(0.684R)Sen35°
= 0.13R?

ASEGMEMENTO CIRCULARDSCKD = AZ

(m)(1mz2)
= (05)(00) (g - Senc2)
A, = (0.5)(R)? (% “sena0d) -

= Aq

A, = 0.03R?
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D Ayy =A; +A, =0.13R? + 0.03R? = Ajii; = 0.16R?
PB
k) ABPC rectangulo Tags4BCP = C
= PB = (tag55°(0.5)(1.88R) = PB=1.34R
(AC)(PB) _ (1.88R)(1.34R)
2 2
Ajizi __ 0.16R?
Apapc  1.26RZ

l) AAABC = AAABC = 126R2

m)

A
—22 —0.127 LQQD
AAABC
Ejercicio 6.18. 7

Calcular el area de la region rayada de la figura 6.18 conociendo que:

H) R, =8cm
R, =12cm
T) Ay =?

Figura 6.18
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Solucién:

a)
b)
c)

d)

e)

£

g)

h)

1),
k)

D

0,0, =R, — R4 distancia entre centros
= 0,0, = 12cm — 8cm = 4cm
0:B =R, = 0,0, +0,B
0,B =R, — 0,0, =8cm — 4cm = 0,B =4cm
0,C =0,D =R,
A0,BC = AO,BD rectangulos (LA L)
0,B = altura, mediana, bisectriz, mediatriz, ceviana
Sen 20,8 =25 = 2 _ (333 > 1m20,CB
0,C 12cm
=1ms2=1941°
1ms1+ 1ms2 =90° Imz1
=90°—19.47° = 1ms1 =70.53°

1msC0O,D = 2ms1 = 141.06°
Descomposicién de la figura principal
Area 0 (0,,R;) — Area 0 (04,R,)

. Area rayada
— Area del seg. circular CBDEC = —————

2

Area 0 (0,,R;) = A,

Area O (04,Ry) = A,

Area del segmento circular CBDEC = Az

Area rayada

- 5 Aui

Ajijp = Ay — Ay — A3
Ay = (m)(Ry)? = (m)(12cm)? = Ay = 452.39cm?
A, = (m)(Ry)? = (m)(8cm)? = A, = 201.06cm?

() (2ms1)

- . 2mzl
180° sen. 2m )

a5 = O5)RD
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(m)(141.06 )
180°
= Az = 132.01cm?

(452.39 — 201.06 — 132.01)cm?
m) Ay = >

As = (0.5)(12cm)2( en. 141.06°)

Ajjiii = 59.66cm?  LQQD.

Ejercicio 6.19. ,

Calcular el area rayada de la figura 6.19 en funcion del radio R.

Figura 6.19

H) AM = MO

n N
mAC = mAE = 20°
T) Ayi=f(R)
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Solucién:

OE=0C=0B=0D=R por construccion
0,P =Ry
1msCOE =40° por hipoétesis
b) AOAE isoésceles
AE? = OE? + 0A%? — 2(0E)(EA) cos £ COE

AE = /2R% — (2)(R)(R) cos 20°
= 0.3473R
1m£0OAE = 1m£0OEA =80° por(b)
¢) AAME

AE

EM? = AM + AE — 2(AM)(AE) cos £ MAE ley del coseno

EM
= \/(O.SR)2 + (0.3473R)? — (2)(0.5R)(0.3473R) cos 80° EM
= 0.557R
Sen LAME  Sen LMAE Sen AME = Sen 21
1E = M en = Sen
(Sen 80°)(0.3473R)
= = 1mz1
(0.557R) m
=37.88°
1msCME = 2mz1
n n
BD + CAE 3 _ )
= por angulo interior en la O
n n
(2)(2)(37.88°) = BD +40° = BD =111.52°
= 1m«BOD por dngulo central
d) AMPO, rectangulo
Ry
Sen 37.88°= = R; = 0.570R

[(0.5R.) + (R + Ry)]

283



e) AOBD isosceles
BD? = 0B? + 0D? — 2(0B)(0D) cos £ BOD

BD =+/2R?2 — 2R cos111.52° : BD = 1.653R
BD = 2BK = 2KD : BK = 0.826R
f) ABMK rectdangulo
Sen37.88°= 0.826R = MB = 1.345R
MB

Descomposicion parcial de regiones

A, = Area del ABMD

A, = Area del segmento circular BKDNB
Az = Area del circulo de(04,R;)

Ajii; = Area de las region rayada

9g) Auii=A41+A4; — A3
1
B) 4y =5 (MB)(MD)Sen (2mz1)

1
= 5 (1.345R)(1.345R)Sen75.76°

A, =0.876R?  (h)

1 m)(1m£BOD
iy A, =§R2 [%—SEHLBOD]
1 () (111529
— _pR2 S A °
=R e Sen111.52 ] >
= 0.508R? (i)

/) Az = (m)R? = (m1)(0.570R)?
A; = 1.0207R?*> ()
(h)E)G) en (9)

9) Ay = 0.876R? + 0.508R? — 1.0207R?
A;iii = 0.363R? LQQD.
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Ejercicio 6.20. ’

Calcular el area rayada de la figura 6.20 en funcion del radio R.

Figura 6.20

T) Ay =? f(R)

Solucidn:

a) Ay = A(sector circular 0APBO) ~ A(Segmento Circular MKBOM,
2

- A(Circulo (01,R1))
b) A;= A(Sector Circular OAPBO)

c) A= A(Segmento Circular MKBOM)
2

d) A3 = A(Circulo (01,R1))
e) Aiii = Al —_ AZ - A3

285



ANO,0 rectangulo por construccién

f) NO?=0,0?- N0, por Pitdgoras

0,0 =R —R,

NO, =R,

NOZ = (R — R;)* = R* = R* — 2R,R + R} — R? = NO,
= R? — 2R,R

ANO,0, rectangulo por construccion
g) NO? =0,0%—-No,
NO, =NO + R por suma de segmentos
0,0, = RV2 + R,
h) (JR*=2R,R+ R)? = (RVZ + R,)? — R3
Desarrollando (h)
i) R?—2RR,—582R?=0

Desarrollando (i)

/) Ry=027R
(m)R?
k) Ay = A(sector circutar 0aPBO) = 7 = Ay
=0.78R2 (k)
D A= A(Segmento Cirzcular MKBOM, = %B R? (% — Sen a°>]
1 (m)(90°)

=3l (Fgge) - sen 901
A, =0285R* ()
m)  As = Acircuto (o,,ry)) = (M)(R3) = (1)(0.27R)?
A, = 0.23R? (m)
(H@)m) en (e)
A;i; = 0.78R? — 0.285R? — 0.23R?
A;;; = 0.265R*>  LQQD.
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